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第 一 章 AA ARSE 


函数 是 高 等 数学 研究 的 主要 对 象 之 一 。 本 章 从 函数 出 发 ,用 运动 和 变化 的 观点 来 研 
究 函 数 极限 和 连续 。 函 数 极 限 是 高 等 数学 的 一 个 重要 工具 ,高 等 数学 中 的 许多 概念 和 理 
论 都 是 以 极限 为 基础 的 , 正 因为 有 了 极限 才 使 高 等 数学 与 初等 数学 有 了 本 质 差异 。 函 数 
的 连续 性 是 函数 可 微 的 必要 条 件 , 又 是 函数 可 积 的 充分 条 件 ,因此 连续 函数 是 高 等 数学 研 
究 的 主要 函数 。 本 章 主要 介绍 三 部 分 内 容 : 函数 、 函 数 极 限 和 函数 的 连续 性 ,为 后 继 章节 
ЭЕ ЖЫШ 


1.1 函数 


1.1.1 函数 的 概念 


一 、 常 量 与 变量 


在 某 一 变化 过 程 中 始终 保持 相对 静止 状态 的 量 称 为 常量 (constant quantity); 时 时 处 
于 变化 着 的 量 称 为 变量 (variable)。 前 者 记 为 。 、6、c 等 ,后 者 记 为 +、y、t 等 。 如 在 一 般 
情况 下 ,人 体 器 官 的 个 数 为 常量 ,而 人 的 身高 .体重 随 年 龄 而 变化 ,因此 它们 均 为 变量 。 

常量 与 变量 的 区 分 不 是 绝对 的 ,而 是 相对 的 。 这 依 当 时 所 考虑 问题 的 条 件 而 定 。 如 
人 的 身高 ,在 1 天 内 就 可 认为 是 常量 ,而 在 1 年 内 它 就 是 变量 ;重力 加 速度 ,对 某 一 固定 地 
点 来 说 , 它 是 一 个 常量 ,而 对 不 同 地 点 来 说 可 视 之 为 变量 。 又 如 在 圆 的 半径 增加 过 程 中 ， 
其 周 长 和 面积 都 是 变量 ,而 周 长 与 直径 之 比 却 是 常量 ( 即 为 x)。 


二 、 声 数 的 概念 


在 某 一 变化 过 程 中 ,变量 之 间 的 关系 往往 不 是 孤立 存在 的 ,而 是 相互 影响 和 相互 制约 
的 ,它们 彼此 之 间 存 在 着 一 种 确定 的 对 应 关系 ,这 种 关系 在 数学 上 概括 为 函数 关系 。 

【定义 1】 设 在 某 个 变化 过 程 中 存在 两 个 变量 х,у, АЕ z 变化 范围 内 的 每 一 个 
值 ,按照 某 一 确定 的 关系 f 都 有 了 唯一 一 个 实数 y 与 之 对 应 , 则 称 变量 > 是 变量 z 的 函数 
(function)。 记 为 y= Р(х) у= у(х). ЖФ х RA А28 (independent variable) , у Ж 
为 因 变 量 (dependent variable), х 的 取 值 范围 称 为 隐 数 的 定义 域 (domain of definition), 
通常 用 D 表示 ;y 的 取 值 范围 称 为 函数 的 值 域 (domain of functional value) ,通常 记 为 R， 
即 К=]|у|у=/(х),хЄ | 

函数 的 定义 有 两 个 要 素 :一 是 自 变 量 > 必须 有 明确 的 定义 域 D; 二 是 在 定义 域 范围 
内 ,变量 z 与 y 有 确定 的 对 应 关系 ,这 两 个 要 素 决 定 值 域 R。 如 果 两 个 函数 相等 ,必须 这 
两 个 要 素 完全 相同 。 

考查 函数 y=2(xz +1) 与 贤 数 y=2(x? 一 1)/(x 一 1) 是 否 相 等 。 虽然 两 个 函数 的 对 

.1. 





应 关系 相同 ,但 它们 的 定义 域 不 同 ,前 者 的 定义 域 是 (- ce,+c), 后 者 的 定义 域 是 
(一 0,1)U(1,+ 0), 从 而 决定 了 它们 的 值 域 也 不 同 ,所 以 这 两 个 函数 不 相等 。 

函数 概念 中 两 个 变量 之 间 的 对 应 关系 有 很 多 表达 方式 ,常见 有 三 种 :解析 法 、 表 格 法 
和 图 表 法 。 高 等 数学 重点 研究 的 是 解析 法 。 因 此 ,在 医学 高 等 数学 中 所 接触 到 的 两 个 变 
量 之 间 的 对 应 关系 一 般 用 解析 法 表示 。 

在 解析 法 中 ,如 果 函 数 f(x) 在 ro 处 有 定义 , 则 通常 记 为 y(ro)、f(xo) 或 ylx= хоо 
解析 法 表示 的 函数 f(z ) 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 一 条 平面 曲线 。 


例 1 Ж У) = + aresin( テ ー1) 的 定 叉 城 。 


和解: 此 函数 的 定义 域 是 由 函数 








= 和 函数 arcsin(— 一 1) 的 定义 域 交 集 所 确定 。 


有 意义 ,必须 使 4- z*>0, 即 |z|<2, 其 定义 域 为 (一 2,2); 对 于 函数 





要 使 函数 二 一 


arcsin( 一 1) ,必须 保证 | 广 -11,8 0 委 z 委 4, 其 定义 域 为 [0,4] ,因此 f(x) 的 定义 域 
訪 (-2,2) 人 [0.4」=L0,2)。 

例 2 已 知 图 数 f(z)= zx?+1, 求 f(2).f[ f(z)]。 

88: F(2)=22+1=5 

АР) = fr) +1= (r+1) +1= x! +2z2+2 

з 已 知 函 数 f(z)= ェ <ー3z+2, 求 f(x)。 

解 : 利用 变量 代 换 法 求 f(z)。 5+1=1, z= ょ ー1, 将 其 代入 原 式 , 得 f(z) = 
(7-1)2ー-3(7 一 1)+2= デ ー5S7 +6, 0 (х) = 2-55 +6, 

在 研究 函数 时 ,经 常用 到 一 点 的 邻 域 概 念 。 所 谓 邻 域 是 指 如 果 т, 是 实数 轴 上 一 点 ， 
6 为 正 实 数 , 则 开 区 间 ro- 6 < =< zo + å 称 为 点 zo 的 邻 域 (neighbourhood), 记 为 U (zo, 
0) = <| =-201<1, 


1.1.2 函数 的 特性 


一 .单调 性 


设 函 数 f(z) 的 定义 域 为 DD, 如 果 在 D 中 某 一 个 子 区 间 I 中 任意 取 两 个 值 z, 和 x;, 

当 r<: Af, E /(х)< РО) О flr) > f(zx,)), 则 称 函 数 f(z) 在 区 间 I 上 是 单调 

:增加 (或 单调 减少 ) 的 。 单 调 增加 函数 和 单调 减少 函数 统称 为 单调 函数 (monotone func- 
боп), 

如 у= х? EKE- оо, + co) 上 是 单调 增加 的 ;而 у= sinr 在 [ 一 っ ァ っ ] 上 是 单调 增 


加 的 ,在 [ 屯 ,* 亚 ] 上 是 单调 碱 少 的 。 


MARERE: 单调 增加 函数 对 应 的 曲线 随 自 变量 > 的 逐渐 增 大 而 上 升 ， 
见 图 1-1(a) ;单调 减少 函数 对 应 的 曲线 随 自 变量 > 逐渐 增 大 而 下 降 , 见 图 1-1(b)。 








—. Amh 


设 函 数 y = F(z) 的 定义 域 D 关于 原点 对 称 ( 即 若 >€ D , W -rE D), WRX D 内 
任意 一 点 x ,都 满足 f( 一 x)= Sfl), MRAR 7(z ) 在 D AERA (even function), # 
函数 у= f(x) 对 定义 域 D 内 任意 一 点 z, 都 满足 /(—х)= -了 f(z), 则 称 函 数 f(z) 在 DD 
РЕ атр Codd function)。 

Ш у= 22 在 其 定 叉 域 ( оо, +оо) БЕР; у = sinr 在 其 定义 域 ( - оо, + co) 内 
ЖАРЫЛ; у = sinz + cosz 在 其 定义 域 ( — оо, + co) 上 非 奇 非 偶 。 

偶 函 数 的 图 像 是 关于 > 轴 对 称 , 如 图 1-2(a), 奇 函数 的 图 像 是 关于 原点 对 称 ,如 图 
1-2(b)。 





图 1-2 
三 \ 有 界 性 


HAR y= f(z) 的 定义 域 为 DD, 如 果 存 在 一 个 正 数 M ,使 得 对 于 中 某 一 个 子 区 间 7 内 
“3+ 





任意 一 点 z, 总 有 LOz)| 委 M( 即 - M 委 AGOz) 委 M), 则 称 函 数 r) E ERAR AN 
(bounded function) ,否则 是 无 界 函数 (unbounded function) 。 

WN sinz cosx 对 区 间 (- оо, + oo) 上 任意 一 点 xz, 存 在 M==1, 使 得 |sinz М, [osr |< 
AM ,所 以 它们 在 区 间 ( — со, + ce) 上 都 是 有 界 函 数 。 同 时 也 可 以 看 出 ,只 要 M 存在 ,个 数 就 不 
唯一 ,如 2,2.8,3.6,… 都 可 作为 正弦 清 数 和 余弦 函数 的 界 。Inx 在 区 间 (0, + ce) 上 为 无 界 函 
数 ,因为 找 不 到 那样 一 个 正 数 M ,使 |Inz | SM 成 立 。 

一 个 函数 有 界 还 是 无 界 ,必须 指明 所 考虑 的 区 闻 ,因为 同一 个 函数 在 某 个 区 间 上 可 能 


、 是 有 界 函数 ,但 在 另 一 个 区 间 上 却 可 能 是 无 界 函 数 。 如 /(x) = 二 在 开 区 间 (0,1) 上 是 无 
界 函数 ,但 在 闭 区 间 [1,2] 上 却 是 有 界 酉 数 ,因为 在 此 区 间 上 能 找到 M>>1, 使 当 zE [1,2] 
时 ,| 二 |<M 成 立 。 





四 、 周 期 性 


RAR у= f(xz) 的 定义 域 为 D, 如 果 存 在 一 个 非 零 常数 了 ,使 得 对 于 任意 一 点 z€ D, 
f( =+ Т) = f(z) 恒 成 立 , 则 称 f(z) 在 D 上 为 周期 函数 (periodic function), T RAS) 
的 周期 。 通 常 所 说 的 周期 是 指 最 小 正 周 期 。 

如 sinz 、cosz 均 为 周期 函数 ,它们 的 最 小 正 周期 为 2x:tgz、cotz 也 是 周期 函数 ,它们 
的 最 小 正 周期 为 x。 

周期 洱 数 的 图 像 特点 是 在 这 序数 的 定义 域内 ,每 个 长 度 为 周期 T 的 区 间 上 ,函数 所 
对 应 的 曲线 有 相同 的 形状 ,如 图 1-3。 





1.1.3 初等 函数 


一 、 基 本 初等 函数 


基本 初等 函数 (basic elementary function) 通 常 是 指 窒 函数 (power function) ,指数 函数 
(exponential function) „РЕЖ (logarithmic function)、 三 角 函 数 (trigonometric function) 
їп = fBpS2(anti-trigonometric function), 

它们 的 表达 式 、 定 义 域 . 图 像 及 主要 性 质 见 表 1-1. 
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表 1-1 基本 初等 函数 表 
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= 453 
自由 落体 运动 的 动能 巨 = 2 mo EH m 为 质点 的 质量 ,w 为 质点 的 速度 ,而 w= g 


其 中 g 为 重力 加 速度 ,我 们 称 E= = P m (gt) EH E= っ mu ?和 w= gt HATRA г 的 
复合 函数 。w 称 为 中 间 变 量 ,: JATE. 

一 般 所 遇 到 的 多 数 函 数 在 结构 上 往往 是 由 一 些 基 本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 复合 而 构 
成 的 ,下 面 给 出 复合 函数 的 一 般 定义 。 

【定义 2】 设 函数 y= f(w) 和 = plr), H и= p(x) 的 值 域 全 部 在 y= f(x) 的 定 
义 域内 , 则 称 y= fE plz)] 是 由 这 两 个 函数 经 过 中 间 变 量 (intermediate variable) и 而 构成 
x 的 复合 函数 (compound function) ,其 中 т 为 自 变量 ,简称 函数 у= FLp(z)] 是 的 复合 
函数 。 

如 y=lnu, u =x-1 E z>1 时 复合 成 的 函数 为 y=ln(z ~1)。 

把 一 个 复合 函数 进行 分 解 非常 重要 ,掌握 分 解 便于 今后 研究 复合 函数 的 导数 .微分 与 
积分 。 分 解 复合 函数 的 要 点 是 使 所 分 解 出 来 的 每 一 个 函数 都 是 基本 初等 函数 或 基本 初等 
函数 的 四 则 运算 所 构成 的 函数 , 若 中 间 的 某 一 项 又 是 复合 函数 , 则 应 对 它 再 进行 分 解 。 

如 复合 函数 = arcsinflg(z - 1)] 可 分 解 为 函数 y =arcsinu , и = |60,0 = х 1, В, 
中 间 变量 可 以 是 多 个 变量 ;又 如 у= z4 可 分 解 成 y= u, а xz?, 也 可 分 解 成 у= u3, = 
避 , 因 此 复合 函数 的 分 解 并 不 唯一 。 


三 、 初 等 函数 


【定义 3] 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 复合 运算 而 构成 并 由 一 个 式 子 
表示 的 函数 称 为 初 等 函数 (elementary function) 
К Таз -1)], клин р(х) = agr” + ау" l+... + a,, ХЕЗ Р 


° 地 全 等 等 都 是 初等 函数 ,但 下 面 将 介绍 的 分 段 函数 就 不 是 初 
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TEE X BR Р Ж JE] S X. [Н] Б, i ЖЕ) 82 r = Br 3: 28% BJ ВАСКО ЭБЕ ЖГ (piecewise 
function)。 如 符号 函数 
1， 工 >0 
ee 0, z=0 


トー1。 х<0 
以 及 函数 y= |z| = 27 Ораван лавр. 
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—.K Ж 


在 多 数 情况 下 ,通常 是 用 因 变 量 表示 成 自 变 量 的 函数 ,但 有 了 时 研究 问题 时 ,需要 把 自 
变量 表示 成 因 变 量 的 削 数 ,这 就 产生 了 反照 数 的 概念 。 

【定义 4】 BRAR у= f(z) 的 定义 域 为 DD, 值 域 为 尺 , 若 对 于 任意 一 个 yER, AE 
一 一 个 TED, 使 f(z)=y 成 立 , 则 x 与 y 的 对 应 关系 在 R 上 定义 了 一 个 新 函数 , 称 为 函 
Жу = 了 f(z) 的 反 函 数 , 记 为 x =f (у). 

若 把 函数 y= A(z) 称 为 直接 函数 , 则 直接 琢 数 的 定义 域 (或 值 域 ) 恰 好 是 它 的 反 郴 数 
r= 广 !(y) 的 值 域 (或 定义 域 )。 在 一 般 情 况 下 ,如果 y= f(xz) 在 某 个 区 间 上 有 定义 且 是 
单调 函数 ,就 能 保证 它 的 反 函 数 х= 广 !(y) 存 在 。 

例如 =z*(2>0,g デ 1) 在 定 叉 域 (- oo,+ co) 上 是 单调 函数 , 它 的 值 域 是 (0, + co) ,所 
PLE BJ РАЖ x = ода? 存在 ,其 定义 域 是 (0, + co), 即 y と (0,+ co), 值 域 是 ( — оо, + co), 

一 般 习 惯 上 自 变量 用 > 表示 , 因 变 量 用 у 来 表示 ,这 时 y = f(x) 的 反 函 数 z = 
f 1(y) 就 可 以 写成 y= ilr) WAR у= az 的 反 函 数 一 般 不 写成 x = loga? ,习惯 上 
写成 y= loga”, 

直接 函数 y= f(z) 与 其 反 函 数 += 广 !(y) 的 图 像 是 相同 的 ,但 由 于 互 换 了 > 与 y 的 
位 置 , 所 以 y= 了 f(z) 的 图 像 与 其 反 函 数 y= f 1(z) 的 图 像 就 不 同 了 ,这 时 它们 的 图 像 在 
同一 直角 坐标 系 中 是 关于 直线 y = z 为 对 称 曲 线 。 如 图 1-4 所 示 。 








1.2 ”函数 的 极限 


极限 在 高 等 数学 中 至 关 重 要 ,许多 概念 如 连续 、 导 数 、 定 积分 和 级 数 都 是 以 极限 为 基 
础 的 ,可 以 说 它 基 本 上 贯穿 整个 高 等 数学 的 内 容 。 本 节 主 要 介绍 数列 极限 和 函数 极限 及 
它们 的 运算 。 

我 们 知道 ,半径 为 + 的 圆 内 接 正 ” 边 形 面积 为 S, = f(n) , 当 边 数 ” 越 来 越 大 时 , 5, 
就 越 来 越 接近 圆 的 面积 , 当 ”无 限 增 大 时 , S, 就 是 圆 的 面积 xr?。 这 种 思想 是 我 国 古代 
数学 家 刘 徽 (公元 前 3 世纪 ) 提 出 来 的 ,这 就 是 本 节 研 究 的 极限 概念 。 





1.2.1 数列 极限 


一 数列 极限 


当 自 变量 按 自然 数 1,2,3,… 依 次 顺序 增 大 时 ,函数 值 按 一 定 的 法 则 排列 的 一 列 数 
L13223, T, 称 为 数列 (sequence of number) , 记 为 |x,1。 因 此 数列 是 以 自然 数 集 为 定义 
域 的 一 种 特殊 的 函数 。 

例 4 以 下 例子 均 为 数列 、 见 表 1-2 所 示 。 

表 1-2 























(4) [z|=1(-1)"1:-1,4,-1,22(- 1)", 











在 这 些 数列 中 ,我 们 不 仅 要 知道 取 每 一 个 值 时 ,对 应 数列 >, 的 取 值 情况 ,而 且 还 
要 知道 当 自 变量 n 越 来 越 大 时 ,数列 z, 的 变化 趋势 。 从 表 1-2 中 看 到 , 例 4(1) 中 。 当 л 
一 = 时 ,数列 | | 赵 来 越 接近 于 零 ,在 例 4(2) 中 , 当 no 时 ,数列 | 1 + 二 | 越 来 越 接近 于 


1+ ED" | 超 来 越 接近 于 L, 只 不 过 是 摆动 地 接近 于 





1, 在 例 4(3) 中 , 当 2 一 co 时 ,数列 
1, 面 例 4(4) 中 ,数列 {( 一 1)"| 当 a 一 ce 时 ,不 趋向 一 个 确定 的 常数 。 

【 定 5] 对 于 数列 1x,} ,如 果 当 n 无限 增 大 时 ,数列 >, 无 限 接近 某 一 个 确定 的 常 
数 A, 则 称 A 为 数列 >, 的 极限 (imit) ,或 称 数列 zx, KAF A, 记 为 lim z, = А Rr, >A 
(n— oo°o) ,否则 称 数列 >, 发 散 (divergence)。 

Сов. 








根据 定义 5 知 limt =0, т (1 キー ) =1 im(1+ SP5) =LA- DRRR. 


n 


根据 数列 极限 定义 , 例 4(1)、(2) 、(3) 中 , 数 列 z, 无 限 接近 某 一 个 确定 的 常数 A 是 指 
数列 z, 与 常数 A 要 多 近 有 多 近 , 也 就 是 说 当 п оов, |с, 一 A | 要 多 小 有 多 小 ,而 刻画 
iz, 一 A 要 多 小 有 多 小 通常 用 希腊 字母 e( 读 作 epsilon) 来 表示 (e>0), 即 | z, – А <е, 
此 定义 5 可 以 表述 为 ;对 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 s, 总 存在 某 一 项 ,对 这 项 以 后 所 有 的 
Lr BAPER] zx, А1 «е 成立。” 


例如 对 例 4() 中 数列 | 二 | 来 说 , 当 一 oo 时 ,|z, -A1= | 二 -| 能 任意 地 小 。 比 如 
说 ,要 想 | 二 0| = 工 <0.01, 只 要 >100 就 行 ,因此 上 面 所 说 的 某 一 项 就 是 100 项 ,从 
第 100 项 以 后 所 有 的 项 =, = 十, 都 能 使 | 上 0| <0.01, 这 里 的 0.01 就 相当 于 预先 给 定 
的 任意 小 的 正 数 e, 同 理 取 e=0.0001 就 可 以 找到 第 10 000 项 ,从 10 000 项 以 后 所 有 的 
六 = 工 , 都 能 使 | ユー0| <0.0001 成 立 。 


例 $ 讨论 数列 x, =2" 的 极限 。 

解 : 给 定数 列 z. =2”, 即 2,4,8,…,2”,…, 当 nn 一 品 时 ,z= 27” 的 数值 无 限 增 大 ， 
即 它 不 趋向 于 一 个 确定 的 常数 ,所 以 数列 z, = 2" 是 发 散 的 。 
1.2.2 ”函数 极限 

由 于 函数 的 变化 与 自 变量 的 变化 有 关 ,因此 我 们 就 自 变量 不 同 的 变化 情况 来 研究 函 
数 极 限 的 定义 , 即 在 函数 极限 中 ,分 别 研究 两 种 极限 过 程 :一 种 是 自 变 量 趋 于 无 穷 大 , 另 一 
种 是 自 变量 趋 于 一 个 确定 的 数 。 


一 、Z 一 co 时 ,函数 f(z) 的 极限 

数列 是 一 种 特殊 的 函数 ,那么 数列 极限 当然 是 
一 种 特殊 的 函数 极限 ,如 数列 =, = 二 , 当 n 一 oo 时 ， 
它 以 0 为 极限 。 现 在 让 自 变量 x 连续 取 值 且 无 限 赵 
于 + co ,对 应 的 函数 值 几 z)= 二 无 限 趋 于 零 , 仿 数列 


极限 定义 5, 称 零 为 函数 f(z) = 十 当 z 一 + co 时 的 
极限 。 当 z 一 一 oo 时 ,f(z) = 十 也 以 零 为 极限 , 即 当 


х9 + co (fE x 一 0) 时 ,f(z)= 士 均 以 零 为 极限 。 
如 图 1-5 所 示 。 








图 1-5 
【定义 6】 如 果 当 x 的 绝对 值 无 限 增 大 ( 记 为 xz 一 ce) 时 ,函数 F(z) 无 限 趋 近 于 某 一 
个 确定 的 常数 A , 则 称 A 为 函数 F(z) 的 极限 , 记 为 
lim f(z) =A f(z) >A хоо) 





从 定义 6 上 看 , 当 z 一 co 时 ,函数 f(x) 一 A 表示 随 着 |> | 的 无 限 增 大 ,曲线 f(z) 与 
直线 y= A 要 多 近 有 多 近 , 也 就 是 说 | f(z) 一 A| 要 多 小 有 多 小 , 即 对 预先 给 定 的 任意 小 
WER, |r| EREK, PERIS) – А | <e RE 

在 定义 6 中 , 自 变量 r 的 绝对 值 无 跟 增 大 是 指 z 一 二 co ,但 有 时 根据 研究 问题 的 需 
要 ,分别 考虑 x 一 + co 或 z 一 -co。 例 如 当 z— + co 时 ,函数 arctgz 一 3, 当 デー ター o}, 


函数 arctgzr 一 一斑, 如 图 1-6 所 示 。 又 如 lim 2~*=0, lim 27* = + co( 即 极限 不 存在 )， 
如 图 1-7 所 示 。 






yæarctg x 


— — ーー 一 一 一 ーー ーー sme ーー — 





二 、X 一 xo 时 ,函数 f(xw) 的 极限 


自 变量 x 一 zo 时 函数 f(z) 的 极限 与 一 时 函数 (x) 的 极限 的 区 别 只 是 自 变量 
z 的 变化 趋势 不 同 。 

【定义 7】 ЕШ f(x) 在 zo 点 的 某 个 邻 域 (可 以 不 考虑 ro 点 ) 内 有 定义 ,如 果 当 自 
变量 x 无 限 接近 点 zo( 但 = 天 zxo) 时 ,函数 值 无 限 接近 某 一 个 确定 的 常数 A, 则 称 A 为 函 
数 /(z) 的 极限 , 记 为 lim flr) = 和 A 或 /(z) 一 A( 当 xz 一 x0)。 


从 图 1-8 上 看 出 ,在 点 zo 的 8 邻 域 zo-5< 
ZX<Xxot6 内 , 当 z— zo 时 ,曲线 f(x) 与 直线 y 
= A 要 多 近 有 多 近 ,也 就 是 说 | f(z) - A | 要 多 小 
有 多 小 , 即 对 于 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 6 ,不 等 
Җ|/(х)-А|<є 成立 。 

例 6 考查 函数 f(z)= xsin 一 当 z っ 0 时 的 
极限 。 


解 : 函数 f(z)= гып 二 在 z=0 时 无 意义 ， 





图 1.8 但 | zsin —0| = |zsin 111-004 z—0 
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时 ) ,所 以 imzsin 2 = 0。 这 说 明 一 个 函数 7(<) 在 zo 点 有 无 极限 与 FLz) 在 zo 点 有 无 定义 


无 关 , 同 时 也 说 明 求 郴 数 值 与 求 极 限 值 是 不 同 的 。 因 此 定义 7 中 只 要 求 函数 F(z) 在 zo 点 
的 某 个 邻 域内 有 定义 ,并且 可 以 不 考虑 ту 点 。 

定义 7 中 ,zx 一 zo 并 不 限定 z 的 变化 方向 , 它 即 可 以 从 zo 点 的 左 侧 趋 于 zo ,也 可 以 
从 хо 点 的 右 侧 趋 于 zo, 有 时 z 还 只 能 从 一 个 方向 趋 于 zo 点 ,如 果 仅 从 zo 点 的 左 侧 趋 于 
ZX0; 记 zx 王 xo 一 0, 这 时 的 极限 称 为 (>) 在 点 zo 的 左 极限 (left limit) , 记 为 „бт f(z) = 


A ,类 似 可 以 定义 右 极限 (right limit) , 记 为 lim Р(х) A, ВЕТИВ Sñ MI 


极限 (one-sided limit) 
显然 , 当 z 一 zo 时 ,函数 A(z) 极 限 存在 的 充分 必要 条 件 是 基数 F(z) 的 左 , 右 极 限 同 
时 存在 县 相等。 即 lim f(z)= lim f(z)=A。 因 此 如 果 函 数 f(z) 的 左右 极限 至 少 


有 一 个 不 存在 或 这 两 个 极限 都 存在 但 不 相等 ,这 时 函数 f(z) 的 极限 就 不 存在 。 
例 7 РАЖ 
2 ァ , 当 > く 0 
fix) 二 当 z=0 


ァ ー1, 当 ェ >0 
试 讨论 rE х=0 点 的 概 限 。 
解 : lim f(z) = lim (2z)=0 
lim f(z)= lim (z -1)= -1 
Дро Bin, (2) 
所 以 函数 f(z) 在 z=0 点 极限 不 存在 。 
1.2.3 无 穷 小 量 

由 于 函数 极限 与 无 穷 小 量 密切 相关 ,因此 引入 无 穷 小 量 的 概念 。 

一 、 无 穷 小 量 的 概念 

【定义 8】 如 果 lim f(x)=0, 则 称 f(x) 为 xz 一 ro( 或 x 一品 ) 时 的 无 穷 小 量 

(00) 
(infinitesimal) ,简称 无 穷 小 ,此 时 也 称 函数 (e КЕ 

言 简 之 , 以 零 为 极限 的 函数 称 为 无 穷 小 量 。 如 > 一 0 時 rr? sinr 都 是 无 穷 小 ; 当 
z 一 + coit e "是 无 穷 小 当 noo 时 ,过 是 无 穷 小 jn 一 oo 时 ,二 及 二 也 都 是 无 穷 小 。 

无 穷 小 量 是 指 无 限 接近 于 零 的 一 个 变量 。 不 能 把 很 小 的 数 作 为 无 穷 小 量 , 如 
0.00001 不 是 无 穷 小 量 ;逐渐 增 大 的 量 也 可 能 是 无 穷 小 量 ,如 neon,- 十 ) 是 逐渐 增 
大 的 量 而 县 是 无 穷 小 量 。 

二 、 无 穷 小 量 定理 f 

【定理 1】 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 z— r (sÉ > 一 es) 中 , lim Рх) = A 的 充分 


(或 xz 一 oo) 
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必要 条 件 是 F(z)=A+a(z), 其 中 lim a(z)=0。 
(00) 

定理 1 说 明 f(z) 以 A 为 极限 与 (х) – А 为 无 穷 小 量 是 一 回 事 ,同时 也 说 明 极限 概 
念 和 无 穷 小 量 概念 是 等 价 的 。 

【定理 2】 有 限 个 无 穷 小 量 的 代数 和 仍 为 无 穷 小 量 。 

如 zz 一 0 时 ,x 和 sinz 都 是 元 穷 小 量 , 根 据 定理 2 知道 ,x 一 0 时 ,xz + sinr 仍 为 无 穷 
小 量 。 

【定理 3】 有 界 函 数 与 无 穷 小 量 乘 积 仍 为 无 穷 小 量 。 

如 z 一 co 时 ,二 是 无 穷 小 量 ,aretgz 是 有 界 函 数 ,根据 定理 3, 当 ェ ー 時 ,・arctez 
为 无 穷 小 量 。 

【推论 1] 常数 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 。 

【推论 2】 无 穷 小 量 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 。 

如 z 一 0 时 ,z 及 sinz 为 无 穷 小 量 ,根据 推论 2, 当 x 一 0 时 ,zsinz 仍 为 无 穷 小 量 。 

三 无穷 大 量 


[定义 9】 如 果 当 z 一 zo( 或 + 一 2) 时 ,| 了 (zx) | 无 限 增 大 ( 即 lm 7(z) = оо), Ж 
(9) 
f(z) 为 x 一 xo( 或 x 一 0) 时 的 无 穷 大 量 。 
如 x 一 0 时 ,二 ,都 是 无 穷 大 量 ;zx 一 + oo 时 ,Inz 为 无 穷 大 量 ;z 一 于 时 ,tegz 为 无 
穷 大 量 。 
无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 关系 是 : 当 z 一 zo( 或 + 一 oo 时 ), 如 果 7(z ) 为 无 穷 大 量 , 则 


了 为 无 穷 小 量 ; 反 之 如 果 f(z) 为 无 穷 小 量 , 且 F(z) 尖 0, 则 17F(z) 为 无 穷 大 量 。 


言 简 之 ,在 自 变量 的 同一 极限 过 程 > 一 zo( 或 x 一。) 中 ,无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 是 倒数 
关系 。 


1.2.4 极限 的 运算 





一 、 极 限 的 四 则 运算 法 则 


极限 的 四 则 运算 法 则 能 把 较 复 杂 的 求 极限 问题 转化 为 简单 的 问题 来 逐个 处 理 。 

【定理 4】 设 limf(z)=A,limg(x)=B, 则 ; 

(О f(x)tg(x)]=limf(x)+limg(x)=A+tB; 

(2)im[ f(x):g(z)]=[limf(x)]:llimg(x)]=A'B; 

(Slimf(z)/g(z)=[limf(z)]/Alimg(z)]= 台 ,其 中 BA. 

证 :(1) 因 为 lmf(x)= 有 ,limg(x)=B, 所 以 由 定理 1 可 得 f(x)=A+t+a(zx),g(x)=B+ 
Bz), f(r)tg(r)=[Ata(zx)j+[B+B(z)]=[A+tBj+[a(x)+B(z)] 由 定理 2 可知 
[a(z) 土 B(x)] 仍 为 无 穷 小 ,再 由 定理 1 得 到 lim[ f(z) +g(z)]=A+B。 

(2) (х) (х) =ТА+о(х) 118+ 8(х)1=1А:В]+[В:0(х) +АВ(х) +а(х):В(х)1, 
. 12 .` ` 





由 定理 3 推论 1 可 知 Ba(x) 与 A:B(z) 都 是 无 穷 小 ,由 定理 3 推论 2 可知 a(x):B(x) 
是 无 穷 小 ,由 定理 2 可 知 B.a(z)+A:B(z)+a(z) BCz) 仍 为 无 穷 小 ,再 由 定理 1 得 出 





lHm[f(z):'g(z)]=A:B., 
用 类 似 方法 ,可 证 定理 4 中 (3)。 
定理 4 可 推广 到 有 限 个 函数 ,同时 得 出 以 下 推论 : 
【推论 3】 lim[C: f(x)]= Climf(x)= CA, 其 中 C 是 常数 。 
(推论 4】 lim[ f(z)]"= [limf(x)]"= A”, 其 中 п 是 正 整 数 。 
定理 4 及 推论 3、 推论 4 中 lim 指 的 是 Em 或 lims 


例 8 求 lm(z 一 2z+5)。 
解 : lim(z° -2z +5) = (тх)? - 2limz +5 


=8— 2х2+5= 9 
例 9 求 lim(z -2r +5) (22-32 - 1). 


解 : 因为 lm(z 一 3z ー1) = – 350, А 














; , А -2x +5) 9 
im( x3- 2x + 5)/ = 
lim(z 2х+5)/(х°—3х—1)= m(2ー3z 1) 7 3 3 
例 10 Ж im(z*+1)/(2z タ ー ェ + 1)。 
1+, ит (1+2) 1 
Ж: lim(z2+1)/(2z2— z+1)= lim 一 = 一 一 一 = 
тоо see っ 1, 1 1, 1\ 2 
2 一 + 2 lim 2 一 十 z| 
x X oo x Ж 





1.1 
ж: аг 三 -0, 由 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 之 间 的 倒数 关系 ,1 
2 + 
lim(2z3— z +1)/(z2 +1) = оо 
例 12 求 lim 212 2 
g. lim 1-2 lim 12) 62152) 





155 x-5 lim (x-5) КЕ ー1+2) 
= іт ニー i = lm 1 -1 
ご 5 ТЕРЛЕ АКЕ) = (アァ ー1+2) 4 








二 、 两 个 重要 极限 


I lim DT =1 


2-0 Ж 





为 了 证 明 lim 1 =1 , 先 介绍 极限 存在 准则 。 
【定理 s] Зану УС) 、g(c) h (ОЕ КИЛ: 





(1) 自 変量 z 在 zo 点 的 某 个 邻 域 ( 可 以 不 考虑 zo 点 ) 内, 不等式 g(z)< f( > )< 
(>) 成立 。 

(2) hm g(x) =limf(z=)=A, 
РАЖ ALz ) 的 极限 存在 , 且 limf(z)=A。 





在 证 明 lim ЭШ = 1 之 前 , 先 观察 在 z—0 过 程 中 ,3m 宇 的 变化 趋势 , 见 表 1-3, 


T 


表 1-3 
x( 度 ) 10° 1° 0.1° 
<IRE) 0.1745 0.0174333 0.0017453292 
sinr 0.1736 0.0174524 0.0017453283 
sinz/z 0.995 0.99995 0.9999995 


由 表 1-3 可 以 看 出 , 随 着 > 值 的 逐渐 减 小 ,sinz 的 值 与 x КИВ ,sinr/x 与 1 
逐渐 接近 , 当 > 一 0 時 ,sinz/ ェ ー1。 

下 而 借助 几何 图 形 加 以 证 明 。 

因为 sinz/z 是 偶 函 数 , 且 对 一 切 不 等 于 零 的 实数 
都 有 意义 ,所 以 只 需 证 明 x 一 0 +0 的 情形 。 如 图 1-9 
所 示 的 单位 圆 。 设 圆心 角 АОВ = z(z HWE), A 
A 处 的 切线 为 AD, 则 sinr = АС, х = AB,tgz = AD, 
从 图 1-9 中 直接 看 出 下 面 的 关系 : 
三 角形 АОВ 的 面积 魏 扇形 АОВ 面积 人 三 角形 AOD 


面积 , 即 2 х1хае< 2 хіха< x 1xtgz 


819 整理 得 созд < ЭШЕ <1, 由 图 1.9 中 看 出 线段 OC = 


で 








cosr っ 当 ェ ー0 Bf, OC—OB =1, 8p cosz 一 1, 且 1 つ 1, 由 定理 5 得 jm smz = 1, 
例 13 $ lim {рх /Xo 





f: limtgz=/zr = lim デ テ ・ 1 = (ims), (imi) =1x1=1 
2—0 2-0 Ж COST (2-0 < cosx 








2 
(2) | 
_ 2sin sin 
解 lim 0052) „ m | 2 | =] 
I т—*0 l „2 х0 x 
2 2 2 
例 15 求 mz*sin Б. 
A 1 と N" í: 1 sin 一 sinz 
解 : マデ つう 当 ェ つの 時 7 っ 0, 所 以 limz*sin — = lim 1 == o 
т 





2.lim (1+ 方 ] =e 
当 ヵ 逐渐 增 大 时 ,数列 (1+ 二】 的 变化 趋势 见 表 1-4。 
表 1-4 
n 1 2 3 4 5 10 102 103 10° 10° 
(2+2) 2 2.250 2.370 2.441 2.488 2.594 2.705 2.717 2.7181 2.7182 = 


lI 


从 表 14 看 出 , 当 п 逐渐 增 大 时 ， +} 也 逐渐 增 大 , 4 n> оо, (1+2) 


H 
2.718281828459045… ,把 这 个 极限 值 记 为 。, 即 lm 1+ =e, M n 为 任何 实数 时 , 结 
论 仍 成 立 , 即 


S r=, root, 2-0,9 Шт(1 + 0) =e, а + r) =e, 
例 16 Ж lim(1 - А). 
解 : hm(1 kz) =lim[ll+ (~ hr)]( g) Cp 


= Шаг + С ёе) (в) IGD ет 








例 17 Ж (2—1 E 
一 co T 1 
r-i 
ァ +1\ テ _ 2 \С572+р 
解 im (221 = а (1+2) 
= аъ (1 24) [im (1 0)]=e 
TT x-i Lr ァ ー1 


1.2.5 无 穷 小 量 的 比较 


无 穷 小 量 都 是 以 零 为 极限 ,但 不 同 的 无 穷 小 量 趋 于 零 的 速度 却 不 一 定 相 同 。 如 x 一 0 
时 ,z\2z\z* 均 为 无 穷 小 量 ,它们 趋 于 零 的 速度 见 表 1-5. 


表 1-5 
z 1 0.5 0.1 0.01 0.001 … — 0 (2-0) 
2х 2 1 0.2 0.02 0.002 ーー 0 (テー0) 
2? 0.25 0.25 0.01 0.0001 0.0000001 ーー 0 (テー0) 


从 表 1.5 中 可 以 看 出 ,z 一 0 时 ,x 比 x? 趋 于 零 慢 一 些 ,x? 比 x AFERE, > 与 27 
趋 于 零 快慢 相仿 。 在 数学 上 ,常用 两 个 无 穷 小 量 比 的 极限 来 刻 划 它 们 趋 于 零 的 快慢 程度 。 
【定义 10】 在 自 変量 同一 人 変化 対 程 ( 即 テ 一 z。 Eroh, it а(х) Ж BLx) 为 无 
穷 小 , 且 lim ВЕЕ, 
(1) 如 果 limn8(z)Me(z)=0, 则 称 8(z) 是 比 a(z) 较 高 阶 的 无 穷 小 , 记 为 B(z)= о(а(х)); 
. 15 А 





(2) 如 果 lm8(xz)/a(z)= eco, 则 称 8(z) 是 比 a(z) 较 低 阶 的 无 穷 小 ; 
(3) 如 果 mg(z)/a(z)=c (cZ0,1,c 为 常数 ) , 则 称 (<) 与 a(z) 是 同 阶 无 穷 小 。 
特别 当 c=1 时 , 称 8(z) 与 g(xz) 是 等 价 无 穷 小 , 记 为 8(>) 一 (>)。 


比如 im Z =0,lim 2; = co lim 芝 = す 。 所 以 当 z 一 0 时 ,x? 是 比 z 较 高 阶 无 穷 小， 
TO Ж TO アー r—0 LT 
+ 是 比 x2 较 低 阶 无 穷 小 ,z 与 2z 是 同 阶 无 穷 小 。 再 如 由 lm smz = 1 及 例 14 中 


2 2 
lim(1 ーcosz)/ テ =1, 可 知 当 ょ 一 0 時 .sinx 一 zx,1 -osr ~ ° 
1.3 KAHERE 


许多 客观 自然 现象 如 气温 .生物 的 生长 ,血液 的 流动 等 都 是 随时 间 连 续 变 化 的 ,这 种 
现象 在 数学 上 的 反映 ,就 是 函数 的 连续 性 。 


1.3.1 函数 的 连续 性 


为 介绍 函数 连续 的 概念 ,下 面 引入 增 量 的 定义 。 

RAR y= (>) 在 点 ro 的 某 一 个 邻 域 内 有 定义 , 当 自 变量 由 点 zo 变 到 另 一 点 z 
时 , 称 x -xo 值 为 自 变量 的 增 量 , 记 为 Ax = x -ro, 相 应 地 f(x) — A(zo) 值 称 为 函数 的 
增 量 , 记 为 Ay= /(2)- /(х0). Ў r= xo+tAx, 故 函数 增 量 又 可 表示 为 Ay= f(xot 
Аг) – (хо) ВАС ИЛЕТ З АПРА 1-10 所 示 。 








較 1-10 
例如 设 (2) = 202 +1), zo 0, x, (с) Лх Ж Ay 的 值 见 表 1-6 所 示 。 
表 1-6 
т 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 ... – 0 
fix) 2.2 2.02 2.002 2.0002 2.00002 … 2 
Ат 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 s.. >Q 
Ay 0.2 0.02 0.002 0.0002 0.00002 бе 0) 





从 表 1-6 可 以 看 出 , 当 自 变量 变化 非常 小 时 , 郴 数 的 变化 也 非常 小 , 当 Az 一 0 时 ,Ay 一 0, 这 
就 是 连续 郴 数 的 本 质 特 征 。 | 

【定义 11] 设 函 数 y= f(z) 在 ху 点 的 某 一 个 邻 域内 有 定义 ,在 ro 点 给 自 变 量 以 增 量 
Ах = х – хо, НЛА АКЕ Ay= р(х) f(zo)= / (хе + Az) — flr), ШЖ limAy =0, 
ДРА f(x) 在 zo 点 连续 (continuity) ,并 称 点 zo 为 函数 f(x ) 的 连续 点 。 

上 式 还 可 以 写成 liml zo +Az)-A(zo)j=0, 当 Arz 一 0 时 ,z 一 zo, 所 以 上 式 又 可 - 
写成 lim[ f(x) – zo)]=0, 即 lim f(z) = f(xzo)。 这 样 函数 у= 了 f(x) 在 то 点 连续 的 
定义 又 可 表述 为 如 下 定义 。 

[EX 12] ИЮ у= f(x) 在 zo 点 的 某 一 个 邻 域内 有 定义 , 若 当 x 一 zo 时 ,函数 
f(z) 的 极限 存在 且 等 于 f(zo), ВП lim (z) = (хо), ДКР Р(х) хо 连续 。 

如 从 表 1-6 可 知 limf(z) =2= }(0). 

例 18 验证 函数 y=sinz ФЕ ( — оо, + оо) ER., 

ME:£E( —ço, +оо) БЕН х, 4 > 有 增 量 Az В, XF BJP ОРЕ Pt у: 

Ay= }(х+Атх)— f(z)=sin(z+Ar) - sinz = 2sin( E); (а + ), 当 Az つ 0 В, 
sin CE EENE, H 2cos(z + © ) 訪 有 界 画数 , 根 所 定理 3 可 知 sinl EE) oole + SE 
为 无 穷 小 量 , 从 而 有 JinAy=0, 所 以 函数 y=sinz 在 (- оо, +co) 上 连续 。 

同 理 可 证 函数 cosz 及 az(a>0,a 关 1) 在 (- оо, + оо) Ед), 

[定义 13] RAA y= F(z) 在 zo 点 的 左 邻 域 (zo - 8, zo) 内 有 定义 , 如果 
„бт fz)= 了 (zo0), 则 称 函 数 f(z) 在 点 ху 处 左 连续 (continuity from the left) , 同 理 可 
定义 函数 f(z) 在 zo 点 右 连续 , 即 ,lim f(z) = f(zo)。 

如果 函数 f(xz) 在 区 间 (a ,5b) 上 每 一 点 都 连续 , 则 称 f(x) 在 (a ,5) 上 连续 ;如 果 f(x) 
在 х=а 点 右 连续 ,而 在 += 点 左 连 续 , 则 称 f(z ) 在 区 间 [a ,bj 上 连续 。 

显然 ,如 果 隐 数 (>) 在 zo 点 连续 , 则 它 在 ro 点 既 左 连续 又 右 连续 ,反之 亦 然 。 因 
此 函数 f(z) 在 zo 点 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 在 хо 点 左 连续 且 右 连续 , 即 lim f(z) 


= lim f(x)= f(zo)o 


1.3.2 间断 点 
П Рр у= f(z) 在 点 zo 处 不 连续 , 则 称 zo 点 为 F(z) 的 间断 点 或 不 连续 点 (dis- 


continuous point ) 。 

根据 定义 12 可 知 , 当 函数 f(z) 在 点 хо 有 下 列 三 种 情况 之 一 时 ,点 хо 为 函数 fOe) 
的 间断 点 : | 

(1)f(z) 在 zo 点 无 意义 ; 

(2) f(z) 在 zo 点 虽然 有 意义 ,但 lim f(z) 不 存在 ; 


(3) <) 在 zo 点 有 意义 , 且 lim f(x) 也 存在 ,但 lim f(x) 隆 f(zx0)。 








例 19 函数 /(z) = 三 二 在 =1 点 无 意义 ， 


所 以 z=1 是 此 函数 的 间断 点 , 见 图 1-11。 


如 例 7 中 , 83% 
2 ァ , Ж z く 0 
roo 当 z=0 
х-1, 当 ェ >0 


f(z) 在 x=0 点 有 意义 ,但 lm f (z) = 
lim (2z)=0, lim f(z)= lim (z -1)= -1, 所 
以 jimF(z) 不 存在 ,因此 二 0 СТРИ 
见 图 1-12。 





图 1-11 


ИЯ 
例 20 й уа) | ”7 在 z=0 处 有 意义 ,但 аз (а) = in(z+1) = 


去/(0), 所 以 z=0 是 f(z) 的 间断 点 , 见 图 1-13。 





图 1-12 


图 1-13 
1.3.3 初等 函数 的 连续 性 


一 、 基 本 初等 函数 的 连续 性 
一 切 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 , 见 表 1-1。 
二 、 连 续 函 教 的 运算 


【定理 6】 RAR f(z)、g(z) 在 ту 点 连续 , 则 

(О (х) + (х) zo 点 连续 ; 

(2)/(\ж)*е(х)ЯЕ ху 点 连续 ; 

(3) 当 g(ro) #0 Et, f(x)/g(x) хо 点 连续 。 
. 18 . 





三 、 复 合 函 数 的 连续 性 

【定理 7】 设 函 数 "= ф(х), z— zo 时 极限 存在 且 等 于 a, 即 lim g(z) =a; R 
y= /(w) 在 相应 点 и = a ЖЕ, Нуи) = f(a), 则 复合 函数 y= [9(z)] 当 zz 一 zo 时 
的 极限 也 存在 且 等 于 fla), M lm fl g(z)]= fla) 

定理 7 中 Ша fg(z)]- fla) = fl Ша g(z)], 说 明 极限 符号 与 对 应 法 则 /可 以 互 换 。 

[推论 5】 如 果 函 数 4=g(z) 当 x 一 zo 时 连续 , 即 lime(z)= (20), y= fu) 
在 相应 点 u = p(zo) 连 续 , 则 复合 函数 y= f[ p(x)] 当 zz0 时 连续 , 即 lm fl p(x)] = 


ДЇ ф( о) 1» 
事实 上 只 要 在 定理 7 中 令 а= p(zo), 即 可 得 到 推论 5。 


例 21 求 极限 limcos(1 + z)z。 

解 : 函数 cos(1+ z)z 可 看 作 则 = osu 及 и = (1+ r) ТИЙ, EA lim(1+ z) =e, 
而 у = сови 在 相应 点 “=e 连 续 ,根据 定理 7 有 limeos(1 + z): = cos[lim(1 + z) ] = ов es 

例 22 讨论 函数 ez 的 连续 性 。 | 

解 : 函数 c# 可 看 作 由 y=e" ,= 二 复合 而 成 ,因为 x= E- co,0)U(0,+oo) 上 
连续 ,y= ex {Е( — со, + co) 上 连续 ,根据 推论 5 得 e 在 (- co ,0)U(0,+ co) 上 连续 。 

四 .初等 函数 的 连续 性 


初等 函数 由 基本 初等 函数 (包括 常数 ) 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 复合 运算 而 构成 ,而 
基本 初等 函数 和 复合 函数 在 其 定义 域内 是 连续 的 ,因此 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 是 
连续 的 ,所 谓 定义 区 间 是 指 包含 在 定义 域内 的 区 间 。 所 以 求 一 个 初等 函数 的 连续 区 间 问 
题 就 转化 为 求 这 个 函数 的 定义 区 间 ,初等 函数 在 定义 区 间 内 任意 -- 点 的 极限 值 就 是 该 点 
的 函数 值 。 

例 23 求 函数 (x) = 的 连续 区 间 , 并 求 当 x 一 0 时 ,/(x) 的 极限 。 

解 : 因为 /(z) 是 初等 函数 ,所 以 f(z) 的 连续 区 间 就 是 它 的 定义 区 间 , f(x) 在 
(-o。-1U(-1.1)U(1,+ co) 上 有 定义 , 故 F(z) 的 连续 区 间 为 (- oo,-1)U(-LHD 
UG, + co)。 又 因为 =0 为 F(z) 连 续 区 间 内 一 点 ,所 以 lmf(z)= 700) = 0, 即 
e° "arcsnz L g 


` e 
lim 
=—Ü 一 你 


о 


五 、 反 函数 的 连续 性 


【定理 8】 如 果 函 数 y= f(x) 在 区 间 1, 上 单 值 ,单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 , 则 
HERRAR z= 广 !(y) 在 对 应 区 间 到 = jyly= f(z),rE1,! 上 也 单 值 .单调 增加 (或 单调 
19. 





减少 ) 且 连续 。 

如 y=sinz 在 区 同 7。=| -也 ,地 | 上 单 值 ,单调 增加 且 连 续 , 其 反 函 数 > = arcsiny 在 
对 应 区 间 了 =[L-1,1 上 也 单 值 ,单调 增加 且 连 续 , 又 如 y=cosz 在 I,=[0,wx] 上 单 值 , 单 
调 减少 日 连续, 其 反 函 数 在 1,=[ -1,1] 上 也 单 值 .单调 减少 且 连 续 。 见 表 1-1。 
1.3.4 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 在 今后 学 习 中 很 有 用 ,它们 的 几何 意义 非常 明显 ,我 们 只 从 
几何 直观 上 加 以 解释 ,不 做 严格 证 明 。 

【定理 9】 (最 大 值 最 小 值 定理 ) 闭 区 间 [a ,5] 上 的 连续 范 数 f(x) 在 该 区 间 上 至 
少 取得 它 的 最 大 值 М 和 最 小 值 xr 各 一 次 。 见 图 1-14。 





图 1-14 
【推论 6】 闭 区 间 [a ,5] 上 的 连续 函数 (>) 一 定 有 界 。 
因为 ту (2) М, k =тах{ | эт | ‚| MII >0, 所 以 当 xzELa,5] 时 ,有 |f(x)|<k 成立 。 
【定理 10】 ( 介 值 定理 ) 设 函 数 f(z ) 在 闭 区 间 [a ,5] 上 连续 , 目 A= f(a) 关 f(6) 
= B,C 为 4 与 B 之 间 的 任意 一 个 值 , 则 在 开 区 间 (a ,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 f(&)= C, 
Ж 1-15, 








从 图 1-15 看 出 ,连续 曲线 y= f(x) 与 水 平 直线 у= С 至 少 相 交 于 一 点 。 
【推论 7】 у= f(x) 在 [a ,5 区 间 上 连续 , 且 f(a): f(65)<0 时 , 则 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 
存在 一 点 &, 使 f(&)=0, 见 图 1-16 所 示 。 





图 1-16 
从 图 1-16 看 出 连续 曲线 f(z) 与 z 轴 至 少 相交 于 一 点 。 
例 24 证 明 三 次 方程 x?*+3x?=1 至 少 有 一 个 实 根 介 于 0 和 1 之 间 。 
证 : 令 f(x)= zx +3zx? 一 1, 它 为 初等 函数 ,在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 , 且 f(0)= -1<0, 
1)=3>0, 由 定理 10 推论 7 可 知 ,在 开 区 间 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 Е, ВА f(&)= 6&3+ 
3 名 一 1=0, 说 明 方 程 <a+3z2-1=0 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 &。 


小 结 


本 章 主要 讨论 了 函数 的 概念 及 其 特性 ;基本 初等 函数 ,复合 函数 及 初等 函数 的 构成 ; 
函数 的 极限 及 其 连续 性 。 

函数 反映 了 客观 世界 中 变量 之 间 的 对 应 关系 ,初等 函数 隐 含 了 复杂 的 函数 关系 ,函数 
的 复合 与 分 解 运 算 将 复杂 的 丙 数 关系 剖析 为 简单 函数 。 

极限 概念 及 其 运算 是 微 积分 学 的 重要 工具 ,极限 过 程 反映 了 自 变量 向 某 一 目标 趋 近 
的 过 程 中 因 变 量 的 变化 趋势 。 无 穷 小 量 是 以 零 为 极限 的 变量 ,任何 有 极限 的 变量 都 可 以 
表示 为 其 极限 值 与 一 个 无 穷 小 量 之 和 ,无 穷 大 量 是 一 种 无 极限 的 变量 ,二 者 之 间 是 互 为 合 
数 关系 。 从 而 将 这 两 个 本 质 不 同 的 变量 联系 起 来 ， 利 用 两 个 重要 极限 可 以 求 出 两 类 复杂 
函数 的 极限 。 

利用 极限 工具 研究 函数 的 连续 性 ,最 后 推出 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 及 一 切 
初等 函数 在 其 定义 区 间 上 是 连续 的 ,由 于 连续 函数 及 分 段 连续 函数 大 量 存在 , 因此 研究 了 
闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 , 为 我 们 研究 其 它 函数 莫 定 了 基础 。 

一 个 函数 7(<) 在 某 点 zo ERRIN Сто) ,极限 值 hm f(x) 及 f(x) 在 zo 点 连续 


这 三 个 概念 不 同 ; f(zo) 表 示 f(z)£#E zo 点 有 定义 ,而 函数 f(z) 在 xo 点 有 无 极限 却 与 
Рх) хо 点 有 无 定义 无 关 , 函 数 FLz) 在 zo 点 连续 不 仅 要 求 f(x) 在 zo 点 有 定义 ,而 且 
极限 im f(x) 必须 存在 且 等 于 (zo), lim f(z)= (zo), 
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一 、 判 断 题 
1. 设 f(z) 为 定义 在 [ - 2,z] 上 的 任意 函数 , 列 f(z) 与 0-х) ХИРА. 
2.y=2In* 与 y=lnr 是 同一 函数 。 
3. 分 段 函数 都 不 是 初等 函数 。 
4. 发 散 数列 必然 无 界 。 
5. 有 界 数列 必然 收敛 。 
6. 车 f(z) 在 ro 处 连续 ,g(x) 在 zo 处 间断 , 则 /(х) + (х){Е zo 点 必 同 断 。 
7. ШЖ /(z) 在 и=а 处 连续 ,wx = op(z) 在 zxo 处 连续 , 且 olro) =a, Й] lim fl p(x)] = 


ф(х) 1。 
二 .选择 题 
1./(х)=х?,ф(х®)=2*, fle(z)]= ), 
(A)2z ; (В) 22; (С) 22%; D2., 
2. 函数 y= f(z) 与 其 反 函 数 y= 广 :(z) 的 图 形 对 称 于 直线 Jo 
(A)y=0; (B)z=0; (C)y= 2; (D) ッ = テー ェ 。 
3. 当 z 一 0 时 ,下 面 各 式 中 为 无 穷 小 量 的 是 ( )。 


(A)zsin 1; (Бет; (C)lgz: (D) 二 ・simz。 





int 

イイ * SiN т 
4.lim ==( Jo 

«0 COST 


(A) 不 存在 ; (B)0; (C)1; (D)eo, 





3 ェ ー1。 z<i 
ro 1, Z=1，xz=1 点 是 (  )。 
3—z, <x>1 

(А);  (B) 同 断 点 ,: “(COC) 不 能 确定 。 

6. Р(х) = (9 — xz) 的 连续 区 间 是 ( Jo 

(A)(-œ,3); (B)(3, + о); (CO)[ -3,3]; (D)( —3,3) 
z 1, 0<x<1 

7. 设 函 数 f=) -10, х=1 ”, 则 f(z) 在 闭 区 间 [0,2] 上 (  )。 
ェ z+1, 1<+x<—2 

(A) 有 最 大 值 也 有 最 小 值 ; 

(B) 无 最 大 值 也 无 最 小 值 ; 

(C) 只 有 最 小 值 ,没有 最 大 值 ; 

(D) 只 有 最 大 值 ,没有 最 小 值 。 

8. 方程 z1 一 x 一 1=0 至 少 有 一 个 根 的 区 间 是 ( )。 


(А)(0,2); BDD; (O23 (DDd2)。 
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三 .填空 题 
1. 设 x) 的 定义 域 是 [0,2], 则 f(x -了 的 定义 域 是 (。” o 
‚у = arctg D ААЖ ) 对 称 。 


2 
3. ЮЖ y = соз 分 的 周期 是 ( Jo 
4. 函数 y= r(x<<0) 的 反 函数 是 ( ). 


5.lim 





6. бта 982-0), 


. 24 
Tia maD 2 
2 
8.lim = ),b=( )。 


9.lim(1—sinz)+ = ( )。 


10.im £=- ), 


х—0 sin5z 


11. е1. ( )。 
ェ ー* Ü x 


‚х < 
12. f(z = z ーー R f(z) 在 z=0 点 连续 , 则 a=( 0 


жш 

1. 求 下 列 函 数 的 定 域 : 

(1)y =V テー ツテ ェ 

(2)у = (arcsin zo +V 25- x°; 

(3) 用 铁皮 做 一 个 容积 为 Y 的 圆柱 形 饶 头 简 , 试 将 它 的 全 面积 表示 成 底 半 径 的 函数 ， 
求 它 的 定义 域 ; 

(4) 设 细菌 原 有 数 为 No, 每 天 的 繁殖 率 为 >, 问 经 过 x 天 后 数 为 多 少 ” 建立 函数 关 
系 , 并 求 其 定义 域 。 


2. # р(х) = 22208 у(-2)Ж f(a tb). 


xr+1 ° 


给 出 函数 y= esn (x) 的 分 解 式 。 
4. © f(x)= Inz л ыыт flelx+1)], 














‚ 0<x<1 
5. ЕЯ f(x+1)= 1 マテ っ ‚Ф (<)。 
6. та. 
1 1 1 
ラオ 
(0 10—777 1 
1+5 ++" ШЕТ 
1 1 1 
@Юю[т5*з.3*°°* GFT 


. 23 ・ 





. 3 1 
3)lim TZ a t x =] 
27+1 十 32+1 

2" +3" 
( 5)lim cosx — Cos 


(4)lim 


. arcsinx "arctg 工 
6)lim 
( )lim 512 


(Tlim(1 + 322z ) ez 
. [2z +312z 
(8) lim | S | 
/ 1+ япа = 1 


1 ~ cosx 


х 





(9) т 
х0 





(10)lim Š e 

7. 在 边 长 为 a 的 等 边 三 角形 里 ,连接 各 边 中 点 做 一 个 内 接 三 角形 ,如 此 继续 做 下 去 ， 
求 所 有 这 些 三 角形 面积 的 和 。 

8. 指出 下 列 各 题 的 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 。 


sinz 
(ть cosz (2770) 
arctgz , 0 
(о) оит (оо) 
(3)er'sinz (z=— oo) 
(4)—1—-(х+1) (Z 一 0 ) 
sinz 
9. 比较 下 列 无 穷 小 量 的 阶 。 


当 ェ ー1 时 ,无 穷 小 量 1-z 与 1 уН. 


10. 函数 デー TAEAE? 何 时 为 无 穷 大 量 ? 


11. ЖЕЖ у=2х°+1,Ж z MA1 変 到 点 3 时 函数 的 增 量 。 
12. 适当 选取 a、5 的 值 ,使 Aiz) 在 =“=0 处 连续 ,其 中 


工 ,sinz ， х<0 
x 





Рх) =4а+2, z=0 
z'sin TL +b,z>0 
13. WME k 的 值 ,使 f(x) 在 z=1 处 连续 ,其 中 
2 
xz-1, 291 
ro х=] 
14. & f(z)=e* 一 2, 求 证 在 区 间 (0,2) 内 至 少 有 一 点 zo, 使 eo0 一 2=0。 
15. 试 证 方程 z = asinz + 6( 其 中 a >0,5>0) 至 少 有 一 个 正 根 ,并 且 它 不 超过 a + 2。 


/ 








16. ВНМО НВУ wO) =- 2 一, 其 中 (r) 表 示 体 重 , 以 克 (g) ЖЖ 
+ 3 


e 
位 ,t 表示 出 生 后 的 时 间 ,以 周 为 单位 , 求 (1) 小 鼠 出 生 时 的 体重 ;(2) 可 能 达到 最 大 的 体 
重 ;(3) 什 么 时 候 体重 是 最 大 体重 的 一 半 ? 
17. ЕРАК FLz)、g(z) 在 [ce,5] 上 连续 , 且 f(a)>g(a),f(5)<g(5b), 证 明 在 
(a ,5) 内 曲线 у= f(z) 与 y= g(xz) 至 少 有 一 个 交点 。 


(FEA ЛЖ) 
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第 二 章 “一 元 函数 微分 学 


从 本 章 开始 ,我 们 将 进入 高 等 数学 的 重要 领域 一 一 微分 学 。 本 章 将 主要 介绍 导数 和 
微分 这 两 个 微分 学 的 基本 概念 ,及 它们 的 基础 知识 。 导 数 与 微分 是 近代 数学 的 基石 ,例如 
计算 机 对 各 种 函数 值 的 计算 ,就 必须 以 某 一 点 的 函数 值 以 及 在 该 点 的 各 阶 导 数值 为 基础 ， 
并 借助 于 级 数 求 和 的 方法 才能 进行 。 

导数 和 微分 来 源 于 求解 力学 中 的 瞬时 速度 和 几何 中 的 切线 斜率 , 随 着 科学 的 迅猛 发 
展 , 导 数 与 微分 在 物理 ,药学 .生理 学 和 经 济 学 等 各 个 应 用 科学 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 。 





2.1 导数 的 概念 


2.1.1 引 例 


一 力学 中 的 瞬时 速度 问题 

人 们 在 考察 物体 运动 时 认为 ;物体 在 运动 过 程 中 的 瞬时 速度 ,是 平均 速度 当时 间 无 限 
缩小 时 的 极限 。 我 们 以 自由 落体 运动 *(。) = уш? 为 例 , 求 它 在 t= ro 时 的 瞬时 速度 
v(10)o 


设 物体 在 to 时 的 位 移 为 s(to),$ 给 to 以 增 量 At ,相应 地 ,s (zo) 有 增 量 As=s(to+ 
Ar) — (to), 则 物体 在 Ar 内 的 平均 速度 为 
1 1 
s(t0+At) -s(t0) _ ZE tA y gt 
р Az Е At 
ЕЗУ o = А5 A0, MITTEE г, 时 刻 的 瞬时 速度 vC ro), M 
s(to+Ar)-— s(to) 





= Lg(2t0+At) 





v(to)= lim âs = lim = lim 3 g(276 寺 Az ) = gto 


0A7 Ar0 At 
如 果 我 们 把 上 述 改 变量 的 比 的 极限 称 为 导数 ,那么 速度 便 可 看 成 路 程 对 时 间 的 导数 。 
二 、 几 何 中 的 切线 斜率 问题 


如 图 2-1 所 示 , 我 们 以 抛物 线 y= х? 为 例 求 抛物 线 上 过 点 (zao, yo) 的 切线 斜率 。 这 
里 yo=xi。 给 zo ШЕ Лт, е = Лг то, АНЬ yu 有 增 量 Ay= (zo t Az)2— x? 
= 12 25, (о, уо) 5 (zo t Ат, уо + Лу) ИКОН ИШДИ ЖЛ 


Ау _ т” -xô 
EPT Ar ィ ー ズ マズ 06 


RP, 9 是 割 线 的 倾斜 角 。 令 Az 一 0, 即 可 得 出 抛物 线 y= 22 (хо, yo) 的 切线 斜率 
` 26 . 





= ж + ду 








图 2-1 





А 
te の = lim AX jim 0 0 ano ш ө 是 过 (xo,y0) 的 切线 之 贷 冬 角 。 


仿照 以 上 两 例 ,我 们 可 以 抽象 出 y= F(z) 在 z=xzo 时 ,> 对 z 的 变化 率 ,从 而 引出 导 
数 的 概念 。 
2.1.2 导数 的 定义 


[EX 1】 HAR у= f(x) 在 zo 及 其 某 个 邻 域 内 有 定义 , 当 自 变量 z fE zo 处 有 增 
量 Az(zo+Az 仍 属 该 邻 域 ) 时 ,相应 地 ,函数 y 有 增 量 为 Ay= (хо t' Az) — (ко), АП 
果 极 限 





(2-1) 


lim Ау _ lim 
armo AX A 


存在 , 则 称 该 极限 值 为 函数 y= f(z ) 在 zo 处 的 导数 (derivative), 记 为 y 


f(zot+Az)- f(zo) 
Ах 








dy 
х= x ` dx r= 


RSC), ЧЁ) ,并 称 函 数 /(>) 在 ro 处 可 导 ; 否 则 ,就 说 F(z) 在 zo 处 不 可 导 或 说 
dz izar, 


7(<) 在 хо 处 的 导数 不 存在 。 

如 果 函 数 f(x) 在 某 个 开 区 间 (a ,5) 内 处 处 可 导 , 则 称 它 在 区 间 (a ,5) 内 可 导 ; 此 时 ， 
对 应 于 (a,5) 内 的 每 一 点 ,f(xz) 都 有 一 个 确定 的 导数 值 ,于 是 z 和 其 对 应 点 的 导数 值 
之 间 便 构成 了 一 个 新 的 函数 , 称 此 函数 为 f(z) 的 导 卫 数 ,简称 导数 , 记 为  、/(r) 或 


d» ФК) ,前 两 种 写法 归属 拉 格 朗 日 表示 ,而 后 两 种 则 属 莱 布 尼 效 表示 。 对 于 区 间 


(а ,b) 内 的 每 一 点 , 有 
(=) = lim ЖУ = li m ГСС Ар) — f(z) (2-2) 


而 y= Az) 在 xo 人 处 的 导数 即 为 A Zo ИРИГ ВШ (хо) = f (z) .- 。 
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根据 导数 定义 , 求 函数 y= f(x) 在 xz 处 的 导数 广 (z) ,可 按 以 下 三 步 进行 : 
1′ 求 增 量 Ay= f(zx+Ar)- f(r); 
y н StA A, 





3” 取 极限 lim 人 AY。 
例 1 对 前 面 讨论 的 函数 у= z, Ry 在 ェ = 1 K >=2 处 的 导数 。 





解 : Лу= (х+ Ах)2- z2= (2=< tAr) Ах 
АУ = Ох а бева 
f Ce) = lim ХУ = т (22 +Ах) = 25 


所 以 (1) = (25) 1,1 =2, поо 4。 
例 2 Ж y=krtolk A0, k, 为 常数 ) 的 导数 。 


解 : Ay=[k(r+Ar)+b]-(kr+b)=kAxrx 
Ду _kAr g 
Ax Ах 
lim Ay- limk = АЁ 
Ar0 Ах —0 
所 以 ,y =k. 


以 上 求 导 三 步骤 在 熟练 掌握 之 后 ,可 综合 成 一 步 进 行 。 
йз 求 y=Vz 的 导数 。 
解 : У = lim m と ェ + Ar ニー ツェ Jz 
= lim (ツェ +A ェ – る) (z+Az) Z(Z+Azr)z + хт?) 
Arc 一 0 A ェ (マツ (z+Azx)2 + 2 (х+Ах)х + х2) 


(тъ Лт) – ж 


= |і 
A Az( ) (+ Лх) + (х +Ах)=х + а?) 
1 


. 1 
= | 一 一 
хө P tA H Сада) +V т? 37 
2.1.3 导数 的 几何 意义 








_ 2 
3 





对 于 曲线 方程 y = f(z) 来 说 ,很 明显 ,过 曲线 上 
的 点 M(zo, yo) Ж N(xo+Ax,yo+Ay) 的 割 线 斜率 
为 AY = (жо + Аж) — げ ( zo) 


Ах Ах 
0, 亦 即 N 无 限 靠近 M 时 ,如 果 lim 名 存在 ,那么 拓 
线 就 将 趋向 于 曲线 上 过 点 Ves ana, 
即 有 Ax 一 0 时 ,gpg 一 a, 于 是 (хо) = lim 52 > = таф 


= (ра. Ф 六 (20) 的 几何 意义 就是 基线 上 过 上 Czo， 
图 2-2 0) 切 线 的 斜率 。 | 





, ВІ шр А2. 当 Az 一 








值得 注意 的 是 ,如 有 果 y= f(z) 在 (x,y) 处 的 切线 与 z А, Д 广 (z ) 为 无 穷 大 ;如 
果 在 (xz ,y) 处 无 切线 , 则 f(x ) 在 该 点 也 不 可 导 。 实 质 上 ,导数 不 仪 刻画 函数 在 一 点 的 变 
化 快慢 程度 ,而 且 也 刻画 曲线 在 某 一 点 倾斜 程度 。 

例 4 RAO, 一 1) 且 与 y=x? 相 切 的 直线 方程 。 

解 : 由 例 1 知 y =2z, 设 所 求 直线 与 y= x? 交 于 (zo,yo), 则 该 直线 的 斜率 为 270， 


又 知 wm= 区 ,从 而 有 210 ОСО , 解 遇 上 式 ,得 ro = - 1,zo= 1 从 而 知 过 点 (0， 


一 1) 可 作 两 条 直线 与 y= т” 相 切 , 其 斜率 分 别 为 和 = -2 和 ;=2, 二 直线 方程 分 别 为 
у+1= -2x 邊 y+1=2z。 


2.1.4 函数 的 连续 性 与 可 导 性 的 关系 


у 我 们 知道 , 函数 在 一 点 的 导数 存在 ,仅仅 
强调 在 该 点 曲线 上 的 切线 存在 ,而 函数 在 一 点 
连续 就 未 谈 切 线 问 题 。 由 此 ,我 们 可 以 推测 一 
个 结论 :连续 不 一 定 可 导 。 数 学 上 常用 1 个 反 
例 来 说 明 这 类 结论 的 正确 性 。 一 个 最 简单 的 
例子 就 是 y= |51, ЕЕ x =0 处 连续 ,但 在 该 
点 却 不 可 导 。 如 图 2-3, 在 z=0 处 ,左右 极限 

















Ay 。 А Ау _ 
1234 分 别 为 sm Az „а= ІА lim д = 
图 2.3 im Arl- lim 二 A = -1, 左 右 极限 不 


Am0-0 AZ Ar0-0 Ал 
相等 ,所 以 im 人 不 存在 ,因而 y= |= | 在 z=0 处 不 可 导 , 它 的 几何 意义 是 此 折线 在 点 
(0,0) 处 不 存在 切线 。 因此 ,函数 虽 在 某 一 点 连续 ,但 在 该 点 却 不 一 定 可 导 。 然而 反 过 来 ， 
我 们 可 以 断言 :函数 在 某 点 可 导 , 则 一 定 在 该 点 连续 。 这 可 用 以 下 文字 简单 证 明 。 
у=) zo 处 可 导 , 则 Сто) = lim 人 ,由 此 推 和 
limAy = le -Ах)= 加 (总 ] limAxz= 广 xzo)"0=0 


A 
Ае Ат 


从 而 知道 ， 如 果 函 数 在 某 点 可 导 ， 则 必 在 该 点 连续 ; ;但 反之 则 不 一 定 成 立 。 
2.2 导数 的 运算 


根据 上 一 节 介 绍 的 导数 定义 ,容易 求 出 一 些 简 单 函 数 的 导数 。 但 对 于 那些 较 复 杂 的 
函数 ,利用 导数 定义 求 导 就 可 能 困难 重重 ,这 就 需要 把 定义 求 导 法 和 函数 的 各 种 特性 适当 
结合 ,进而 形成 一 些 基 本 公式 和 基本 运算 法 则 , 而 不 必 再 用 导数 定义 求 之 。 

2.21 几 个 基本 初等 函数 的 导数 

一 、 常 数 的 导数 


8 y=f(z=)=c(c 为 常数 ), 求 y。 
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和解 Р(х) = jm 人 — = 0 即 (c) = (2-3) 

从 几何 图 形 上 看， PADE 一 条 与 ат 了 的 直线 ,其 切线 就 是 直线 本 身 , 因 而 其 
斜率 为 0。 

с.ж и 

В у= (х) = х" (п 为 自然 数 ), 求 y 。 


(之 十 Az )” 一 2 


解 : f(z)= lm „= lim m A+ 
илы амана (an 








n. 





= т Ar 
AA ニコ 
因而 (ж) = па"! (2-4) 


在 本 章 例 19 中 将 说 明 ,对 于 n 为 任意 实数 的 情形 , 式 (2-4) 仍 成 立 。 从 式 (2-4) 可 看 
Шш, РЕЖ y= z"( n22 时 ) 的 增加 速度 将 随 x 值 的 增加 而 逐渐 加 快 (zx 宇 1 时 )。 以 后 读 
者 可 用 导数 结果 自行 考虑 水 数 变化 的 快慢 问题 。 


Ж.К ph 3k Б АА A 
設 y=sinz,z=cosr,3K y ,z ç 


‚ ‚р. Ау p in(z+Az)-sinz 
解 : y lm = lim Ax 





2cos( z + >. sin = 





= lim 
Ar—0 Ах 


= = lim cos( x+ 52), lim —— = cosx 
Am0 Ал 


2 
Вр (sinz ) = cosx (2-5) 
同 理 可 得 (созт) = 一 sinz (2-6) 
учн у F 


ВЕ y=log,z(a >0,a #1, x>0), R у 














ーー ラー Ду loga (х + Az) —1ор„х 
解 : у = [ип ла ДО Ах 
log (1+ 2) 
“ 工 l. z, Az 
= lim Ат 7 Ах log, (1 + 3 z) | 
1 = _ | 
= lim е limlog, (1+2 “Ал = 7 log, e= ーー (2-7) 
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2.2.2 导数 的 四 则 运算 法 则 




















【法 则 1】 Б и=и(х), о=о(2) х И, ДЕ у= ихо 在 x 处 也 可 导 . 且 
(utu) =u =u (2-8) 
【法 则 2] 设 = u(xz),v= v(xz) 在 点 x 处 可 导 , 则 函数 y= ww 在 点 x 处 也 可 导 ， 
R 
(ито) =u cutu (2-9) 
【推论 1] (cu) Sctu’ (c 为 常数 ) (2-10) 
【推论 2】 u,v, w 都 是 x 的 函数 ,昌都 在 x 点 可 导 , 则 у= uo ae 也 在 x 处 可 
导 , 且 
(人 (2-11) 
【法 则 3】 设 x=x(z),o=v(z) 在 点 z 处 可 导 , 且 о(2)90, 1 у= 9 Еа 处 也 
um, Н. ` 
Uv っ 
(+) っ (2-12) 
以 上 三 个 法 则 都 可 通过 导数 定义 给 出 证 明 ,我 们 仅 就 法 则 3 做 出 证 明 。 
证 : 在 点 xz 处 ,对 应 于 改变 量 Az ,有 
А и(т+Ат) u(z)_u(z=+Ar)'u(z=)—-u(z):o(z + Az) 
> ur+Ar) vlz) り ( ェ 二 A+)・o( て ) 
и(= +Ах): (х) 一 ( テ )・o( と ) す (て )・y( テ ) 一 (と)・ り (テキ A+) 
v(x Az) vlz) 
u(x) Au (て )・Ao 
vlrt+tAr)'ulr) 
由 于 v(x) 在 zx 处 可 导 , 从 而 在 该 点 连续 ,所 以 有 lim v(x +Ar)=v(7x), 因 而 
lm MY = lim Tay y иц or) -AE а (а). 
vr)u (z)—- u(r)'v (z) 
v (x) 
у= < 证 毕 。 


例 5 EP L y=ar? +t br +с(а50), у, 
解 : у =(az2+ br +c) = (ах?) + (рх) + (c) 


=a(z2) tolr) + (c) =2ах +b 


例 6 已 知 y=zsinz+z2lnz, 求 y。 
解 : у = (=sinz + хат) =(zsinz) + (21а) 


=( テ )・sin テ キテ ・(sinr) + (22) +]nz + z? nry 


| 1 . 
=sinz + сох + 22 [nr + z2*— = sinz キテ ・cos て テキ 2 ァ Im + хт 
x 


例 7 у= 1,0270), у. 
g.: у= (1) ара л 





т т т? 





例 8 EA у= есл (хт 3), z = csez (z т), ッッ 
(1) ・cosx = 1: (созт) = tgz 'secx , 即 





解 : ヾ =(secx) =( 一 一 ) = 2 
cosx cos“ 
同 理 уте Ын (2-13) 
SC て ) = ~ cotz*cscz 
esca COT *сзсл (2-14) 


例 9 巳 知 ゞ =tgx,g 三 cotz, 求 ye o 
“*cosz = sinz * (cosx ) 











‚_ ーッ sing (етл) 
解 : у =(tgz) = сост = сот 
cos r + sin x っ 
= 3 T = Sec T 
COS x= 
即 (tgr) =sec x (2-15) 
同 理 (cotz) = —cse x (2-16) 
2.2.3 ZA BKA p Pi SS k Sik 
一 、 复 合 函 数 求 寻 法 
【定理 1】 mama (eaque. OE a а 
点 w= ф(хт ) 处 可 导 ,> =f (u), ДЯ KZ (compound function)y=f[g(x)j 在 点 xz 处 
也 可 导 , 且 
бу dy.du 或 fle(z)]= flu): p(z) (2-17) 
dr du dr ” 9 7 uI PAT ー 


证 因为 y= GOTE u= eg(z) 处 可 导 , 所 以 ， jm = (и), 即 lim | = -f(u)|=0 
从 而 ,无 论 Au 是 否 等 于 0, 总 有 Ay= OA t QAQ RY, 其 中 кт 

二 ,与 Au 同 阶 无 穷 小 ， Ax つ 0 В Диз0 時 
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Au =0 时 
由 此 ， ë lm А2 EAC АЕ | 
Ar О)" u(x) ”证 毕 


= (и): lim 3+ бта"! lim дй 
ао ваа воа, АЕ ИЕ АТАНЫ 
БШ о = g(x) 在 xz 处 可 导 ,w=g(v) 在 x 的 对 应 点 v= g(x) 处 可 导 , 而 у= (и) 


会 , 
о 的 对 应 点 w= g(v) 处 也 可 导 , 则 y= filg[g(x)jil 在 x 处 可 导 , 且 
(2-18) 


dy _ dy du da 
dr da dv dz 


已 知 y= (1 + z2)°, RE, 


ен _ 2 dy _ dy du 
解 : ути иі ‘dr du dr 
=3u (I+ z2) =3(1+z2)2:2z=6x(1+ x2)2 


例 10 





例 11 已 知 y=sin2z， 求生 ° 


Ж: 设 y =Ssinu,u=2x, ] 
dy _ dy ,dz 


dr du “qr COST? 2 =2cosx 


在 对 复合 函数 求 导 的 过 程 中 ,如 果 设 了 中 间 变 量 , 则 在 最 后 结果 中 应 代 回 直接 变量 
当 对 上 述 分 解 求 导 熟 We 可 省 掉 设 中 间 变 量 这 一 步 而 对 复合 函数 直接 求 导 。 








dy 
例 12 ZH y= TE ‚Ж 
解 : _ (1)・tg2 テ ー 1: (122), —зес(2т).-(2т)' 
(1+ 22)? (1 +tg2x)° 
_ 2зес”2.с 
(1+ tg2>)2 


例 13 已 知 y= Corr)? RE, 


解 : ау = 2согх * (cotz Y = — 2cotz cse ro 


例 14 BA y= n| EE) Ry. 








解 : y- (== Ju. 
` 1-22 Mz? l-r? (1+ 22)? 
1+ 22 | 
_ Ат 
(1—х?)(1+ 22) 
二 、 隐 函数 求 导 法 


前 面 我 们 涉及 的 函数 都 是 y= f(z ) 的 形式 , 亦 即 y 可 表达 成 关于 z 的 显 函 数 (explic- 
it function) 的 形式 ,而 有 时 > £ + Е F(x,y) = 0 Ф, ИКА ИХ 
Aka KA (implicit function), ЖШ т? + y =l, re + е =0, 等 等 。 如果 我 休 把 y 看 成 中 
闻 变 量 , 则 可 运用 复合 函数 求 导 法 则 求 出 > 対 的 导数 。 

例 15 y 是 由 siny+cosz =1 所 确定 的 关于 r HRR R yo 

解 : 为 便于 理解 ,此 例 中 我 们 设 у= (х), ERSA H sin[ f(a ` )] + cosx =1 ,在 等 
式 两 边 同时 关于 > 求 导 , 则 由 于 sin[ f(z)] 是 一 个 复合 函数 ,中 间 变 量 为 y= f(x), 因 而 
ят f(z)] |” = соз f(x )] -f (z), MME f (x=) “cos[ f(z)] ー sin.r =0, 即 y * Cosy 一 
sinr =0, 最 后 得 y ыт 

BR ТЕРЕН ЖОК ЧЕ, ENARE y 是 x 的 函数 ,因而 在 对 xz 求 导 时 ,要 
把 у 看 成 中 间 变 量 ;此 外 ,导数 结果 表达 式 中 可 以 同时 含有 变量 > 和 y, 因 为 у 本 来 就 不 
一 定 能 表达 成 关于 > 的 加 本数 的 形式 。 


例 16 › 是 由 三 + = (а, b 为 正 实数 ) 所 确定 的 关于 x 的 函数 , 求 ; 








解 : 等 式 两 边 同时 对 x 求 导 ,得 bet "2v*y =0, 从 而 全, 工 。 
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例 17 已 知 y 是 由 y=cosz + 六 cosy 所 确定 的 x НРА, АК y | = 等 。 
解 : 方程 两 边 同 时 对 xz 求 导 ,得 y= -sinz - 广 'siny'y ,从 而 у = ーー Sm _ 
1+ ラ siny 
又 由 函数 方程 知 z= 分 x 时 ,y=0, 所 以 


2x 








СЕНИИ. 
Yla% уа. 2 
2 sinô 


例 18 荷兰 生物 学 家 Verhulst 在 1939 年 研究 了 生物 圈 内 的 总 群 数 的 生长 规律 ,可 
表达 为 如 下 方程 : | 
W= Wo 让 二 和 ,其 中 Wo ЗЕЕ УВЫ TI bk WERKER, КФУ, 
解 : 将 上 述 方程 化 为 隐 函 数 形式 
+ ре “Үү = Wo(l +6) 


-kt 
阿 边 同时 对 RE, W Аре EW + be “W =0 mag Y = e uw ўе W 的 表达 
式 代入 上 式 ,有 





dW _ (1+ р) рет“ 
dz (1+ pe #)2 





2.2.4 对 数 求 导 法 
例 19 已 知 下 列 各 函数 ,分 别 求 其 导数 yo 


(= 0) (の y= が (a 为 任意 实数 ) 


(3)y=a*"(a>0,a=1) (4)y= x" 


(5)у= z“ (6)у= J (а +У(х +2) 

读者 仔细 思考 ,这 些 是 用 取 对 数 求 导 法 的 同类 题 , 这 里 我 们 只 做 (1)、(2) 、(3) 题 , (4)、 
(5) 及 (6) 留 给 读者 自 做 练习 。 

解 : (1) 两 边 同 取 对 数 ,得 





my= 立 [nz-D+n(z-2)-In(z-3)-In(z-4)] 两 边 同 时 对 xz 求 导 ,得 - 
ty- 1 1 1 1 | 

















y 2 トル ァ ー1 2-2 テー3 2-4 
[Ñ i 
ーッ / 1 1 1 1 
"= うす (に 1 >-2 2-3 x i) 
= ea, 1 + 1 1 _1 ) 
2 (z=—3)(z=-—4) \тх-1 テー2 テー3 уху-4 
(2) 対 у = x" 两 边 同 取 对 数 ,得 


Iny = alnz 
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两 边 同 对 > же, -a 1 
1 1 


ВЫ у = yta’ ーー ダ а = ах) 
Вр 对 任意 实数 。 ,有 (y =а*бу° С! (2-19) 
(3) 対 у =a” 两 边 同 取 对 数 ,得 
Iny = zIna 


两 边 同 对 z 求 导 ,得 广 "y = na ,所 以 
Bl y = упа = а": lna (2-20) 
(cz) = аһа 
特别 地 , 当 a=e 时 ,(ez) = 
例 20 уне +ет = 0 所 确定 的 xz 的 函数 , 求 y。 
解 两 边 同 时 对 xz 求 导 , 得 
(х) е trey + (е) =0 


即 
е + хе? te=0 
整理 得 
, е^ + е? 
ッテキ ーー で 
ZL 


2.2.5 БРА ЖЕК 
【定理 2】 对 于 函数 y= f(z), 它 在 某 个 开 区 间 内 严格 单调 ,连续 , 它 的 反 函 数 (in- 
verse function) z = p(y) 在 vyo Жи, н | у= yo 天 0, 则 y= f(x) 在 对 应 点 со = glyo) 
处 也 可 导 , 且 
Чу u = (2-21) 





《证 略 ) 

例 21 已 知 y=arcsinr,z=arccosz , 求 y 及 z 。 

解 : z=siny 在 (- 工 ， っ ) 内 严格 单调 E 连续 ， п у = cosy 天 0, 由 定理 2 ЖИЕ x 所 
对 应 的 区 间 ( 一 1,1) 内 ,有 














dr dr созу V 1 — sin? y 1ー ェ < 
即 dy 
` r 1 
(arcsinz) = (2-22) 
ロー マジ 
美 似 可 得 Н 
(агссозд) = 一 1 (2-23) 
l-z? 


例 22 БЯ y=arctgr,z=arccotr, 3K y zo 
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解 : 工 =tgy EOE, DARAI E, HE = secy 天 0, 由 定理 2 ,可知 在 = 
所 对 应 的 区 间 ( — оо, + oo) 内 ,有 








dy 1 _ 1 1 __1 
dr dz весу 1+tgy 1+ ァ < 
dy 
”oo 1 ーー 
即 (arctg) =z (2-24) 
类 似 可 得 (arcetgz) = -一 上 (2-25) 
1+х 


例 23 已 知 y=eesnz R у 


earcsinz 


м1-2? 
例 24 设 f(w) 可 导 ,y=f(tgz), 求 科 。 


解 : у = етт. (агсѕіпл) = 


й: ду ЧУ. gr) (ва) ОХ ива) 
= f (чет )°зес^л 
2.2.6 高 阶 导数 
对 于 y= /(z) 而 言 , 它 的 导数 y = 广 (z) 仍 是 z 的 函数 ,如 果 y = 广 (z) 的 导数 也 在 
在 , 则 称 其 为 y= 7(z ) 的 一 阶 导 数 , 记 为 yR ORR ED, 。y= f(z) 的 三 阶 导 


dz? ° 
数 或 三 阶 以 上 的 导数 可 类 似 定义 。 
一 般 地 ,如 果 y= 了 (xz) 的 nn 一 1 阶 导数 对 z 的 导数 仍 存在 , 则 称 该 导数 为 y= f(x) 


的 n 阶 导数 , 记 作 у? PoR gd, 
由 上 述 定义 ,可 知 





уб) ( ヵ ー 0] dr 


=[y z 
у= f(z) 的 二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 y 的 高 阶 导数 (higher derivatives). 
例 25 已 知 y=e“(a 关 0), 求 y. 
解 : у =[e”],=e”.(ar) =at" 
у= [ае] = а [е] Saren, 
所 以 y = an ve 
例 26 y 是 由 外 = zy 所 确定 的 x 的 函数 , 求 。 


解 : 两 边 同 对 r RKE, ey =у+ ауу = 一, 对 上 述 等 式 两 边 再 对 т 





е” 
— — aysan, 2 
求 导 ,得 e(y)2+e y = y + y + zy ,整理 并 将 人 人 x = 
y(2y-2- у?) 
х?(у—1)3% 9 
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实际 问题 中 ,常常 需要 考察 函数 的 改变 量 , 特 别 是 当 | Ax | 很 小 时 ,需要 的 只 是 Ay 的 
近似 值 ,有 时 是 有 简便 方法 可 行 的 。 为 此 需要 引入 微分 的 概念 。 


2.3.1 微分 的 定义 


【定义 2】 设 函 数 y= f(z) 在 工 的 某 个 领域 内 有 定义 ,如 果 函 数 的 增 量 Ay= у(х + 
Az)- A(z) 可 以 表示 为 
Ау=А','Ах+0(Ах) . (2-26) 
其 中 4 是 不 依赖 于 Az 的 zx 的 函数 ,0(Az) 是 当 Ar 一 0 时 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 , 则 称 函数 
y= 三 f(z) 在 点 处 可 微 ,并 称 4・Az 为 函数 y= f(z) 在 x 处 的 微分 (differential), 记 作 
dy, Вр 
dy=A:Ar (2-27) 
如 果 y= 7(z) 在 点 z 处 可 微 ,在 式 (2-26) 两 端 同 除 以 Ar, 得 人 = A + AD ,由 
lim 22 = A 可 得 | 
f(x)=lim АУА 
即 有 
dy= f (x)Ar (2-28) 
Ңң Р(х) 520 时 , 称 函 数 的 微分 dy = (х) Аа 为 函数 增 量 的 线性 主要 部 分 , 而 当 
IAz| 很 小 时 ,有 Ay 之 dy, 当 y=xz 时 ,由 式 (2-28) 可 知 ,dy = dx =1:Ar, 从 而 有 dz = 
Ах ,因而 式 (2-28) 可 写成 
dy= f(x)dx (2-29) 
由 上 述 表达 式 可 以 看 出 , 广 (z) 可 认为 是 dy 与 


dz 之 商 , 即 /(z) = 人, 因而 导数 也 称 作 微 商 ， 
实际 上 微分 只 不 过 是 导数 的 另 一 种 表达 形式 ,两 
者 在 实质 上 是 一 回 事 。 


2.3.2 微分 的 几何 意义 


为 了 直观 说 明 微 分 与 改变 量 之 间 的 关系 ,我 
们 看 一 看 微分 的 几何 意义 。 

AR y= f(z) 的 曲线 图 形 如 图 2-4 所 示 ,在 
曲线 上 取 点 M (zo, yo) KA N (zo + Ar, yo + 
Ay) ,过 М 点 作曲 线 的 切线 MT, 由 图 可 知 

MP=Az, NP=Ay 
于 是 , PR = ро Ах = (хо) Ат = dy, 这 就 是 说 , 当 给 自 变 量 т 以 政変 時 Az 时 ,微分 dy = 
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矿 (zo)Az 的 几何 意义 就 是 函数 y= f(z) 的 曲线 在 点 M(xzo,yo) 处 的 切线 MT fE Az 这 段 上 
纵 坐 标的 改变 量 , 而 函数 的 增 量 ду 是 曲线 本 身 在 Ar 这 段 上 的 纵 坐 标的 改变 量 。 


2.3.3 微分 的 计算 


微分 既然 是 导数 的 另 一 种 表达 形式 ,那么 由 导数 的 四 则 运算 法 则 ,自然 可 以 推出 微分 
的 四 则 运算 法 则 。 


一 ,微分 的 四 则 运算 法 则 


(1) “(и + о) = аи +ао (2-30) 
(2) d( zz・?) = ойи + идео (2-31) 
(3) 46) = 0600 (2-32) 


二 、 一 阶 微分 的 形式 不 变性 
关于 复合 函数 的 微分 公式 ,具有 所 谓 的 “一 阶 微分 的 形式 不 变性 。 设 函数 y= f(u) 


Flu = (с) MEMI = (и) g (a) MERER y= fle НЕ z 点 的 微分 为 
dy= f'(u)*g (х)ах 
对 于 u= р(х) ША, аи = g (х)ах, 
dy= f (u) [g (z)dz]= f (u)du 
从 上 式 可 看 出 ,复合 函数 的 微分 公式 dy= f (u)du 无 论 是 中 间 变 量 还 是 直接 变量 都 成 
立 , 也 就 是 说 一 阶 微分 公式 在 形式 上 没有 变 , 称 之 为 “一 阶 微分 的 形式 不 变性 ”。 
例 27 求 y=x 在 z=1,x=2, 且 Ax=0.1 时 的 微分 。 
解 : dy=2rdr=2r'Ar 
dy | ,=2x1x0.1=0.2idy |, =2х2х0.1=0.4 
例 28 已 知 у=е, R dyo 
解 : dy=egzd(tgz)=egzvsec 芝 dz 


2.3.4 微分 在 误差 估计 及 近似 计算 中 的 应 用 





一 、 函 数值 的 误差 估计 


设 y 是 xz 的 函数 ,如 果 测 得 > 的 值 为 zo, 且 测量 误差 为 Ax ,那么 计算 у 时 将 产生 误 
Жж Ay= f(zxo+A;) 一 了 (zo)。 我 们 把 |Az| 与 1Ay| 分 别称 为 z 和 的 绝对 误差 (absolute 


error) , 而 把 a= | 和 | 学 | 分 别称 为 x 和 y 的 相对 误差 (relative error)。 当 |Az | 很 小 时 ， 








可 用 dy= f (xo) Ar 近似 代替 Ay, 因 而 有 如 下 近似 计算 1Ay | 及 | 全 | 的 公式 
lAyl=z]f (zo)|:lAz| (2-33) 
Ayl |f (zo) | 
| y “| f(zo) |As (2-34) 
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利用 以 上 两 式 可 以 计算 实际 应 用 中 常 遇 到 的 两 类 误差 估计 问题 。 

(1) 巳 知 測量 x 所 产生 的 误差 ,估计 由 x 的 误差 所 引起 的 y 的 误差 。 

(2) 根 据 y 所 允许 的 误差 ,近似 地 确定 测量 z 时 所 允许 的 误差 。 

例 29 设 已 测 得 一 圆 的 半径 7 为 21.5 厘米 , 且 测 量 的 绝对 误差 不 超过 0.1 厘米 , 求 
计算 圆 的 面积 S 时 所 产生 的 绝对 误差 。 

解 : 已 知 r 的 测量 值 为 ro=21.5 厘米 ,绝对 误差 |Ar| 委 0.1 厘米 ,因此 S 的 绝对 误差 为 

IASI=| Sro) 1 :|Ar| =2xro' | Ат|<2тх21.5Х0.1=4.3х(Ж Ж?) 

例 30 从 一 批 密度 均匀 的 药丸 中 ,把 所 有 直径 等 于 1.0 厘米 的 胶 丸 挑 出 来 。 如 果 挑 
出 来 的 胺 丸 在 半径 上 人 允许 有 3% 的 相对 误差 ,并 且 选 择 的 方法 以 重量 为 依据 ,试问 在 挑选 
时 称 量 重量 的 相对 误差 应 不 超过 多 少 ? 


解 : 设 胶 丸 的 密度 为 ,半径 为 (单位 为 厘米 ) ,重量 为 W, 则 有 W = gp 人 nr 
jax] - тд Ar 
3 Fager? 


由 于 аў = 476-0: 72: Д, Й 

















l AW Ar 11 AW 
L| w ,要 使 r <3% „RE 


个 误差 限度 选择 具有 适当 精确 度 的 称 量 仪器 。 
二、 微分 的 近似 计算 


当 |Az| 很 小 时 ,由 式 (2-33) 可 得 

Рза Ах) (хо) + (xn)Az (2-35) 
二 式 可 用 于 计算 zo 附近 的 函数 值 f(xzo + Az) 的 近似 值 。 

例 31 计算 sin44" 的 近似 值 。 


AW | 9% 。 我 们 可 根据 这 














解 : j y= f(z)=sinz,f (z) = coszr FF) 7 =. 所 
ги Ои ИО ио 


= 0.7071 0.7071 х0.01752=0.6947 
例 32 求 /3 的 近似 值 。 
解 : 设 y=F(z)=Vz N 


y ーー z0=3.0276, 我 们 有 
f(z0) =/3.0276=1.74, (zo) ニ ーー 上 所 以 


2 x 3.0276 ҮЗА. 74? 
J3 = f(3.0276 – 0.0276)ж== (3.0276) + f (3.0276) x ( — 0.0276) 


= 1 ー 221.74 = 
=1.74+ тд ( 0.0276)^1.74 – 0.008 = 1.732 


当 |z| 很 小 时 ,利用 式 (2-35) 可 以 证 明 以 下 常用 的 近似 公式 : 
(1) (1+ zr + mr (2) e*=<] + x 
(3) ln(1+ zx) や zx (4) sinz や を ヶ (z 为 弧度 ) 
‚39. 





(5) tgz 空 ェ (r 为 弧度 ) 
(6) агама [1 + = ) (z 


n'a” 





很 小 时 ) 





2.4 导数 的 应 用 


我 们 现在 已 经 知道 ,导数 刻画 了 函数 在 某 一 点 的 变化 的 快慢 , 换 句 话说 ,导数 描述 了 
曲线 在 某 点 的 倾斜 程度 ,因而 导数 可 用 于 研究 函数 的 增 减 性 ; 当 函 数 的 增 减 性 发 生 道 转 
时 ,往往 会 有 函数 极 值 的 出 现 ,因而 导数 又 可 用 于 研究 函数 的 极 值 ;此 外 ,二 阶 导数 可 用 于 
研究 函数 曲线 的 弯曲 方向 。 我 们 将 从 以 下 几 个 方面 阐述 导数 的 应 用 。 


2.4.1 拉 格 朗 日 中 值 定理 


函数 在 某 一 点 可 导 ,我 们 说 在 这 点 曲线 上 的 切线 存在 ,如 果 范 数 在 某 一 区 间 内 可 导 ， 
那么 过 这 段 曲 线 端点 的 直线 必 与 该 区 间 内 某 一 点 的 切线 有 关 , 下面 的 拉 格 朗 日 (La- 
grange) 中 值 定 理 (the mean value theorem) 就 明确 回答 了 上 述 问题 。 
【定理 3】 如 果 函 数 y= F(z) 在 闭 区 间 {fa b CEZ, EFK (a,b) ATF, WAE 
开 区 间 (a ,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 
バニ の ニテ (で) (2 くく ぐら) (2-36) 





У 拉 格 朗 日 定理 的 证 明 需 要 费 尔 玛 定 理 或 罗 尔 定 
, 。 理 , 我 们 就 不 证 明 拉 格 朗 日 定理 ,只 作出 几何 上 的 解 
释 。 

如 图 2-5 所 示 , 设 曲线 端点 为 А,В, # AD 为 
曲线 的 割 线 。 如 果 沿 与 直线 AB 垂直 的 方向 往 曲 线 
弧 平 行 移动 割 线 4B ,由 于 f(x) 在 (a,5) 内 可 导 , 则 
A 与 8B 必 将 重合 交 于 曲线 上 的 一 点 P, 此 时 的 直线 就 

з 成 为 曲线 的 切线 ,P 点 的 横 坐 标 & 即 为 满足 定理 结论 
的 点 。 

拉 格 朗 日 中 值 定理 揭示 了 函数 在 一 段 区 间 上 的 
平均 变化 率 必 与 该 区 间 内 某 一 点 的 函数 变化 率 相同 
的 性 质 , 据 此 就 可 利用 区 间 内 某 一 点 的 局 部 性 质 来 研 


一 一 一 一 一 一 一 





图 2-5 


究 函 数 在 该 区 间 上 的 整体 性 质 。 

【推论 3】 如 果 函 数 y= f(z) 在 区 间 (a ,0) 上 每 一 点 的 导数 都 为 零 , 即 广 (z)=0, 则 
AR y= f(z ) 在 区 间 (a ,5) 上 恒 等 于 一 个 常数 。 

uE: л 和 zy 为 区 间 (a ,) 内 的 任意 两 点 (zi< za) , 由 拉 格 朗 日 中 條 定理 , 必 在 
(zi,r2) 内 存在 一 点 #, 使 得 

げ (z2)ー firi) = f (8)-(z>— ху) 
因而 ”zz)- Azi)=0, 由 于 zizrz 是 (a,2) 内 任 取 的 两 点 ,所 以 上 式 表 明 у= F(z) 在 
(ea ,6) 内 处 处 相等 , 亦 即 f(z) 在 (a ,0) 内 恒 为 常数 。 
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【推论 4] 如 果 两 个 函数 g(x) 与 g(x) 在 (a,65) 上 每 一 点 的 导数 都 相等 , 则 | p(x) 与 
YEKE Ca ,2) 上 仅 相 差 一 个 常数 。 

Ш: É F(z)= ф(2) – P(x), Д F(z) 满足 推论 3 的 条 件 ,因而 Р(х) =, Др 
ф(х) = W(x)+c.- 

例 33 证 明 [sinz; sinz Slx- 191—0) тү, хә 都 成 立 。 

证 : 设 y=snz, 对 该 函数 在 [ zl,z?] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 (zi 天 zx?), 这 里 不 
妨 假定 zı < х2, 1 sings- singi! = |cose (r27 z «1л = z1, EE (5,22) 4 z= 
ZX2 时 ,上 式 的 等 号 成 立 , 因 而 对 一 切 rr ,命题 的 结论 成 立 。 


例 34 试 证 arcsinz + arccost = 方 ,XE[ 一 1,1]。 
Ж: 设 y=arcsinx + arccosz , 则 
1 1 
Vl-zx М1-а? 
由 推论 3 知 y 在 (-1,1) 内 恒 为 常数 , 即 


arcsin.z + arccoszx = c 


ХНТ у 在 [ 一 1,1] 上 连续 ,因而 上 式 在 [ - 1,1] 内 成立 , 念 ェ =0, 即 得 c= 一 ,从 而 结论 成 立 。 








2.4.2 洛 必 送 (L Hospital) 法 则 





我 们 在 研究 极限 式 hm ЖООН, 如 果 当 x 一 a (或 xz 一) 时 ,f(x) 和 g(x) 都 趋 于 
aaa 那么 上 述 极限 可 能 存在 也 可 能 不 存在 ,通常 把 上 述 极限 叫做 不 定式 ， 
简 记 为 上 型 或 空 型 。 上 述 极限 式 不 能 用 商 的 极限 法 则 计算 ,为 了 解决 这 类 问题 ,给 出 如 
TAAKAN. 

(定理 4】 | 六 型 ) 设 当 (z 一 zo)( 或 z 一 oo) 时 ,limr(z)=0,limg(z)=0; 如 果 
zZ'(z)Z0,3E H im ЕУ = A.M 

im #5) = Im БУЕ = А (2-37) 
式 (2-37) 中 的 A 可 以 是 无 穷 大 。( 证 略 ) 

[定理 5】 (党 型 ] 设 当 z 一 zo( 或 + 一 m) 时 ,limf(z)=%,limg(z)= cei 如果 

im 29 = A, 则 








im L2 = lim Бы) А (2-37) 
g(x) (z) ` 
式 (2-37) 中 的 A 也 可 以 是 无 穷 大 ( (证 略 ) 
яи ЕМЕ, ГЕ пики К БЫ) пин т, mR EE 仍 是 不 定 


式 , 则 可 继续 使 用 洛 必 达 法 则 , 即 
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lim fx) = lim f(z) = lim f(z) 
zo g(z) zz 8 (x) テマ zo 8 (т) 
(1—0) (1—0) {1—0} 


л) 
ERBETAS MFE, МЕБЕЛГЕ) KERER AE. 


从 上 面 两 定理 的 叙述 不 难看 出 ,导数 之 比 实 际 上 是 将 函数 值 之 比 进 行 了 降 阶 处 理 , 因 
而 降低 了 求 极 限 的 难度 。 在 使 用 洛 必 达 法 则 时 应 注意 以 下 几 个 点 : 

1. 适用 下 面 两 种 情况 

(1) z 一 zo(z 一 土 co) 时 ,Fz) 一 0.g(z) 一 0; 

(2) 当 z 一 zo(z 一 土 co) 时 ,F(z) 一 奎 cg(z) 一 土 co。 

2. 每 次 应 用 洛 必 达 法 则 必须 检验 是 否 满足 应 用 法 则 所 需要 的 条 件 。 

з. 如 果 有 可 以 约 的 因子 或 极限 为 零 的 可 约 因子 ,应 先 约 去 ,这 样 可 以 简化 演算 过 程 。 


例 35 R lim s=, 




















т 
. l—cos= 1 sinz_ l. cosr _ 1 
й: lm lm о C 21m 1 2 
е 1: 3-3т+2 
例 36 Жш 32 ре 
3 
-3az+2 _„ 327273 _ бу _3 
2 
例 37 Ж lm 8z(a>0)。 
1 
. lnz_ i. . 1 _ 
解 : hm == lim i= lim z=0 
х9 д9  z— tem ° =+ @ * д 


例 38 求 lm と ーー ぞ (2a>0)。 


Ta 





ズー а х. eal 
解 : іте = = іш Ina 1“ £ —=a(Ina -1) 


ж. 





例 39 求 lm (n 为 自然 数 ,4>0)。 
解 : 连续 运用 ”次 洛 必 达 法 则 ,得 





А nea” t . A'(n—1)'r" 2 
lim “= lim = lim z = 
Te 十 op л» +оо е 了 一 十 Oo . 
„оял! x" 
= lim = 0 





д9 +оо Аел 


有 时 ,我 们 会 遇 到 型 如 0"”.0:co 12.00 以 及 co — oo 类 的 极限 求解 问题 ,此 时 ,可 通过 
适当 变型 ,将 其 化 为 人 型 或 习 型 而 求 之 。 
例 40 R lim ai —--},(-— ой), 


_ 1 
o\ singz < 





解 : 将 上 式 通 分 后 即 可 化 为 0 再 


| | 1 1) 1 £z- sinx _|. 1 — cosx 
xD Е: Е sinz + х +0082 


sinr z 230 ХӘЛ 2-0 SINT + x *cos=r 
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sinz — 
=lim>—— =Ü 
x—0 2cosz ~ z *sinz 


例 41 jk lim z“Inz (a >0),(0・ co 型 )。 
2-»*0 
1 


解 : lim z“ Тах = lm — Ing = lim—— 
z—0* 0 t х—*0 +( а)*х 
(1). lim x° =0 
a 


т—=0* 


#42 Ж lim z, (0° 型 )。 


2z 
解 : lim r= lim enz = lim e2zmz 


*ー0「 *ー0「 эф 


hz + 
= lim e° ° = e= 


ェ ー0「 


例 43 Ж lim (Sarctgz ) ,(1” 型 )。 


т 2 
解 : lim (ee = lim erh( Zarcigr ) 


2 
in 2 arctgr - lm Cm 一 一 - 
jm roa эү, 2 -2 
ーー r+ 1 ーー = 
=e x =e =e 


在 应 用 洛 必 达 法 则 时 需 注意 : 

虽然 有 时 两 个 函数 当 z 一 zo ( 或 z っ %) 时， 二 者 同 趋 于 无 穷 大 或 同 趋 于 零 ， 但 如 
果 它 们 的 导数 之 比 的 极限 不 存在 且 不 为 无 穷 大 ， 则 应 用 洛 必 达 法 则 时 会 导致 错误 的 结 
Ж, 


例 44 R lim ztsinz 


х= + T sinz ° 


解 : 应 用 洛 必 达 法 则 ,有 








. Zt+sing ”1 工 +cosz 
lim ーー 本 
>ー+o デ アー SINT х-+%] — cosz 


对 上 式 右 端 来 说 ,如 果 取 两 个 子 列 х = 2k 及 ть =2Ёк + , 则 当 上 述 两 子 列 趋 于 无 穷 
大 时 ,1 二 os 分 别 趋 于 co 及 1, 因 此 它 的 极限 不 存在 。 пим nf 来 说 ,lim Sn 


sanr z+ m g- sinz 


1+ 21212 sinx 





= lim z=1, 因 而 此 例 应 用 洛 必 达 法 则 出 现 了 错误 ,之 所 以 如 此 就 在 于 导数 之 比 


1 _ sinz 


的 极限 不 存在 ， 且 不 为 ce ,所 以 并 不 满足 应 用 定理 的 条 件 。 
2.4.3 ”函数 增 减 性 和 阔 数 的 极 值 


一 、 函 数 的 增 减 性 及 其 判定 


从 几何 图 形 上 看 ,导数 大 于 零 的 点 ,过 该 点 的 曲线 切线 与 x 轴 正 向 成 锐角 ,因而 可 以 
认为 曲线 在 此 点 向 右上 方 倾斜 ,函数 将 单调 增加 ;而 在 导数 小 于 零 的 点 ,过 该 点 的 曲线 切 
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线 与 x 轴 正 向 成 钝 角 ,因而 曲线 从 此 点 往 右 向 右 下 方 倾斜 ,函数 将 单调 减少 。 

既然 导数 符号 与 函数 的 增 减 有 如 此 密切 的 关系 ,那么 就 可 利用 导数 来 研究 函数 的 增 
减 性 。 

【定理 6】 设 函 数 y= flr) EKE, b) ATE, ЯА 

1” 如 果 在 区 间 (a,5) 内 ,了 (x)>>0, 则 函数 y= f(z) 在 区 间 (a ,5) 内 是 单调 增 函数 。 

2” ШЕ (а, Б), (х) О, ДР у= f(x) 在 区 间 (a,6b) 内 是 单调 减 函 数 。 

ШЕ: 在 (a ,65) 内 任 取 两 点 zl 与 x2, 且 使 <xz, 则 了 f(z) 在 [zi,xz2J 上 满足 拉 格 朗 
日 定理 ,从 而 在 (x1,x2) 上 存在 一 点 ,满足 

Рб) - fa) = f (6)(z2— zi) 

如果 7(z) 満 足 条 件 1, 則 (8)>0, 又 由 z < хо, iS f(z2) FAzi)>0, 即 /(х) 51 
KR 

如果 f(z) 满 足 条 件 2, 同 理 可 证 r) ARAR. 

注 : 定理 6 只 是 判断 函数 增 减 性 的 充分 条 件 ,而 非 必 要 条 件 。 例 如 函数 y= <° 在 
(= оо, + oo) 是 单调 增 函 数 ,但 在 ( - оо, + оо) Е, y 并 不 总 是 大 于 零 , 因 为 在 x=0 点 ,有 
y =0。 事 实 上 ,我 们 可 以 证 明 : 若 f(z) 是 (a ,5) 上 可 导 的 单调 增 晒 数 (或 单调 减 函 数 )， 
Ш (а,в) БН (zx) 之 0( 或 (xz) 二 0)。 感 兴趣 的 读者 不 妨 证 明之 。 

例 45 ТАНЕЦ 2220 Ff, х22агсів o 

Ш: $ (х) = х, а(х) = асах, С(х) = (х) - а(х), M G'(z>)= f (z) - 

1 т? 

1+ 2 ltr | 
当 ェ と (0,+ о), G'(r)>0, 因而 G(z) 为 .0,+co) 上 的 增 函 数 , 而 当 z=0 时 ， 
G(0)=0-arctg0=0, 所 以 当 z>0 时 ,总 有 GCz)>G(O)=0 成 立 , 即 

ァ ーarctgr ジ 0 当 工 >0 时 成 立 。 
Am r20 时 ,总 有 ヶ z=>arctgz 成立 。 

例 46 列表 讨论 函数 у=22° -9r +12r -3 的 増減 性 。 

解 : 函数 y 的 定义 域 为 (- оо, + оо) 

y=6z°-18z+12=6(z-1)(z-2) 

S y =0, 解 得 zli=l,zz=2, 它 们 把 (- co, +eo) 分 成 了 三 部 分 :(- oo,1),(1,2) 和 (2， 
+ oo ) ,函数 的 增 减 规律 分 列 如 下 : . 





g (zx)=1 


表 2-1 @ @у=2х°—9х?°+12х- 3 的 单调 区 间 




















RR EJE Д 2-6 所 示 。 
从 芋 例 可 知 , 在 讨论 函数 的 单调 性 时 ,可 先 求 导数 ,然后 令 导 数 为 零 ,根据 根 的 情况 将 
函数 定义 域 分 成 不 同 的 区 间 ,由 导数 在 这 些 区 间 的 正 负 判断 函数 在 这 些 区 间 的 增 减 。 如 


| 





果 相 邻 两 区 间 的 导数 符号 无 变化 ,虽然 区 间 分 界 点 的 9 
导数 为 零 ,但 并 不 影响 这 两 个 区 间 上 函数 增 减 的 一 致 
性 ,因而 可 将 这 两 个 区 间 合 并 成 一 个 区 间 讨 论 。 此 外 ， 
如 果 在 定义 域内 有 导数 不 存在 的 点 , 则 此 点 也 可 能 是 
増減 区 同 的 分 界 点 。 


例 47 ”确定 y=Y zi 的 单调 区 间 。 

解 : y= ЕУ ( оо, +оо), 
当 1550 у= 2273, 
ща 0, у= 22 КЕЕ, 






у=25:95-12х-3 


函数 у= ант : 图 2.6 
R22 画数 y= Vx 的 单调 区 间 











函数 图 形 如 图 2-7 所 示 。 
二 、 函 数 极 值 及 其 判定 方法 


【定义 3】 设 函 数 y= f(z) 在 zo 的 一 个 邻 域内 
有 定义 ,对 于 该 邻 域内 除 co 外 的 任 何 点 > 都 有 (> ) 
<fr) 成立 , ЖЗ f(xo) 是 f(z) 的 一 个 极 大 值 
z ( maximum), zo 为 函数 f(z) 的 极 大 值 点 ;如果 
-i Гбх) > (хо) RA, Й f(z0) 是 f(z ) 的 一 个 极 小 
-2 {& (minimum) ,zo 为 函数 A(z) 的 极 小 值 点 。 
函数 的 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ,使 函 
数 取得 极 值 的 点 叫 函 数 的 极 值 点 (extreme point)。 
图 2-7 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 是 针对 某 一 点 及 其 该 点 
的 邻 域 而 言 的 , 它 是 函数 的 局 部 性 质 。 在 一 个 区 间 上 ,如 果 函 数 有 几 个 极 大 值 和 几 个 极 小 
值 , 则 其 极 大 值 有 可 能 比 某 些 极 小 值 还 小 ,如 图 2-8 所 示 , f(xs)>f(z2), 而 fle 4 
极 小 值 ,f(x2) 是 极 大 值 。 

从 图 2-8 还 可 看 出 ,在 函数 取得 极 值 处 , 曲线 上 的 切线 与 x 轴 平 行 ;但 反 过 来 ,如 果 
曲线 上 某 处 的 切线 与 x 轴 平 行 , 该 点 却 不 一 定 是 极 值 点 。 如 函数 y= z3, 在 工 =0 时 ， 
y =0, 但 该 点 不 是 函数 y= х? 的 极 值 点 , 见 图 2-9。 

我 们 将 借助 于 导数 ,给 出 函数 极 值 的 判定 方法 。 

【定理 7】 〈 必 要 条 件 ) 如 果 函 数 y= f(z) 在 点 zo 可 导 , 且 取 极 值 , 则 / (хо) =0。 

证 : 我 们 仅 就 /(xo)> f(z)(z 属于 zo 的 某 一 邻 域 ) 的 情形 做 出 证 明 , (>。) く 
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f(x) 时 仿 此 可 证 。 
当 z< xo hF, f(z)< (хо) 





f(z)- flzo)~, 


2 жу 


所 以 f (zo)= lim 


テマ テロ 


当 r> xo Hf, f(z)< (хо) 
所 以 FC) = im 0 00) Co 


х-х 
因此 了 (xo)=0, 证 毕 。 

使 导数 为 零 的 点 叫做 函数 的 驻 点 。 可 导 函 数 的 极 值 点 必 是 它 的 驻 点 ,反之 则 不 一 定 。 如 
y=z3,z=0 是 它 的 驻 点 ,但 却 不 是 极 值 点 。 

判断 驻 点 是 否 为 极 值 点 要 判断 该 点 左右 的 导数 符号 是 否 发 生变 化 ,此 外 导数 不 存在 
的 点 也 可 能 是 极 值 点 , 见 例 50。 

【定理 8】 (第 一 充分 条 件 ) 设 函数 f(xz ) 在 z。 的 某 一 邻 域内 可 导 , 且 广 (ze)=0。 当 
х 从 左 到 右 经 过 zo PF: 

1° 车 导数 (х) НЕ, ДРА f(xz) 在 zo 处 取得 极 大 值 ; 

2 车 导数 F(x) 由 负 变 正 , 则 函数 f(z) 在 zo 处 取得 极 小 值 ; 

3 车 导数 f(z) 不 变 号 , 则 函数 f(z) 在 zo 处 无 极 值 。 

ШР: z Ж хо 邻 域内 的 任 一 点 , 则 由 拉 格 郎 日 中 值 定理 ,可 知 必 在 ло 与 z 之 间 存 在 
一 点 &, 使 f(x) - (хо) = f (é)(x ~ х0) 

対 手 条件 1, 当 ょ く z。 В, f (6)2>0,8 f(z=)< flr) 4 r>zr В, f (8) <0,9 
Ка) < (хо), ТО (х) НЕДЕ, f( z.) ARKE. 

対 竹 条件 2 当 ょ く z。 В, f (8)<0,# f(z=)>f(z);3 ェ >zo В, Н (6) >20, Д 
有 (х) > f(x0), 所 以 了 (xz) 由 负 变 正 时 ,f(z0) 为 极 小 值 。 

如果 条件 3 满足 , 则 f(z) 在 zo 的 某 个 邻 域内 是 单调 函数 ,所 以 fro) PERE, zo 
也 不 是 极 值 点 。 证 毕 。 

由 定理 7 和 定理 8 给 出 求 函数 极 值 的 步骤 如 下 : 
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1 ЖЖ Sa); 

2 求 y=z) 的 所 有 驻 点 及 导数 不 存在 的 点 ; 

3” 用 定理 8 判定 这 些 点 是 否 为 极 值 点 。 

例 48 ЖО /(х)=(х-—1)°(тх +1)? 的 极 值 。 
解 : 1.f(z)=2(z=-1)(z+1) +(z-1)2:3(z+1)2 


=5(ж-1)(а+1)(ж-+) 


2. 今 げ (>)=0, 得 狂 点 z = -1,22= 1,231 
3. 该 函数 在 ( — оо, + co) 内 处 处 可 导 , 因 而 只 根据 驻 点 情况 判定 极 值 ,列表 如 下 : 


表 23 у= (х-1)(х+1)° 的 极 值 判定 














由 上 表 可 知 , 当 工 = 5 时 ,函数 有 极 大 值 ,7( 二 ) = 1.106; 当 z=1 时 ,函数 有 极 小 值 ， 
(1) =0; 函 数 在 = = -1 点 没有 取得 极 值 。 函 数 简 图 如 图 2-10 所 示 。 

例 49 已 知 直线 у= kz + b (k=0), , 
A(zo,yo) 是 直线 外 的 一 点 , 试 求 A 到 直线 Nadela- CarD? 
у= Ёх + 5 的 距离 。 

Я: 设 B(z,y) 为 直线 上 的 任 一 点 , 则 

y=kr+6 
ФА 到 B 的 距离 为 z, 则 
z= (z ло)? t (kz + b уу)? 
将 z 对 z 求 导 , 得 
‚_ (22+1) = + kb- (хе, + kyo) É] 2-10 
V (ж — o)? + (kr + b kyo) 
Sz =0, 得 驻 点 














— Zo t yo АБ 
1+ А2 
当 ェ ぐ +』 肘 ,z <0, 而 当 z>xzd 时 ,= >20, М х= х. ВУ z= (= ー жо)? + (#ж + b уо)? 
的 极 小 值 点 ,此 时 的 s 就 是 A 到 直线 y= kx + b 的 距离 4 ,将 驻 点 值 代入 ,得 
_ ly zo b| 
м 
【定理 9】 (第 二 充分 条 件 ) 设 f(z) 在 点 zo 处 具有 二 阶 导 数 , 旦 /(z。) = 0,1: 
1” 若 A(zo)<0, 则 f(zo) 是 f(z) 的 极 大 值 ; 
2 若 (zo)>0, 員 F(zo) 是 f(xz) 的 极 小 值 ; 


та 





а 
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3” ES) =O RERE F(zo) 是 否 为 /(z ) 的 极 值 , 仍 需 判断 一 阶 导数 在 x, 
左右 的 符号 变化 情况 ,然后 豆 得 出 结论 。 
证 : 1 由 于 广 (ro)<0, 由 一 阶 导 数 的 定义 ,有 im СУС) со, ур 
то 的 一 个 令 域 ,在 该 邻 域内 ,成立 下 式 
б) Ро) 0 > デュ 


XL х0 





因为 (z) = 0, AAEL <0, 1 z 由 左 及 右 经 过 zo M,e- zo 由 负 变 正 ,由 上 面 所 得 


不 等 式 结果 ,可 知 广 (z) 由 正 变 负 ,由 定理 8 知 (>) 在 хо 取得 极 大 值 。 

2° 与 证 明 1 类似 。 

3” Ж / (ху) = (хо) 0, F(z) 在 zx 的 特点 不 能 确定 。 如 y = z ,满足 条 件 
3, 但 在 x =0 时 却 不 能 取 到 极 值 ; 交 =xz4: 在 过 =0 时 也 满足 条 件 3, 但 在 该 点 却 能 取 到 极 
值 。 

当 函 数 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 为 零 时 , 仍 需 由 定理 8 来 判定 极 值 情况 。 

例 50 应 用 第 二 充分 条 件 求 函数 f(x+)=2zx -9x?*+12z 一 3 的 极 值 。 

解 : /(х)=6х°—18х +12=6(х—1)(х-2) 

だ (>)=12 ェ ー18 ニ 6(2 ァ テー3) 

令 (x)=0, 得 驻 点 x1=1,x2=2; 了 (1)= ー6 く 0, げ (2) =6>0。 由 定理 9, 知 (х) 
х =1 处 取得 极 大 值 , 广 .=2; 在 z=2 处 ,rz) 取 得 极 小 值 ,F =1。 

例 51 求 F(z)=(z2-1)3+1 的 极 值 。 

解 : f (a)=6z(z=-1)(z+1)2,% f(<)=0, FES х= -1z=0,z3=1 

/"(х)=6(®-— 1)(т + 1)(5х° 一 1) 在 驻 点 处 二 阶 导数 的 取 值 情况 为 /(- 1) = 
(1) =0, だ (0)=6 央 曽 由 定理 9 知 ェ =0 時 ,/(z) 取 概 小 値 ,/(0)=0:>= 土 ] 时 需 用 定 
H 8 判定 : 当 由 左 及 右 经 过 -1 工时 , 广 (z) 均 为 负 ; 当 z 由 左 及 右 经 过 1 时 f(z) 均 为 
EHE r= +1 处 , f(z) 无 极 值 ,其 函数 简 图 如 图 2-11 所 示 。 





图 2-11 图 2-12 
例 52 小 血管 中 的 轴 流 问题 血液 由 血细胞 和 血浆 构成 ,血细胞 的 比重 高 于 血浆 。 血 
液 在 血管 中 迅速 流动 时 ,血细胞 有 集中 于 血管 中 轴 附 近 的 倾向 ,而 在 靠近 血管 内 膜 的 边缘 部 
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位 则 主要 是 一 层 血 浆 。 边 缘 部 位 由 于 血管 壁 的 摩擦 力 而 流速 较 慢 , 愈 近 中 轴 , 流 动 愈 快 ,此 
现象 在 流速 相当 高 的 小 血管 中 最 为 显著 , 称 为 轴 流 。 轴 流 理论 认为 :血细胞 速度 与 血浆 速度 
的 相对 值 o, 依赖 于 血细胞 的 直径 与 它 通过 小 血管 直径 之 比 D,, 且 有 如 下 关系 式 : 
v,=3.33(1 + D2)! -0.67 
де 血细胞 直径 血细胞 速度 
0<0.= дете, "血浆 速度 
试 求 о, 关于 D, 的 一 阶 导数 的 极 值 。 
dv, _—3.33х2[, 

















解 : dD, (1+D2)? 
1-3D2 
v“ = —6.66х (1+ D25 
A ” PA _ マ 3 “m D,(1 - D) y _ マ 3 do, 
S v,=0,} = X v r512x6.66x TTDI >0 所 以 D, = вар. 取 
极 小 值 。 由 于 <0, 所 以 它 的 绝对 值 Soe бЕр, = akpi ksi. 





我 们 最 后 讨论 一 下 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 最 大 值 与 最 小 值 问题 。 

【定义 4】 设 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,将 区 间 内 所 有 极 值 和 端点 处 的 函数 值 
f(a) 与 f(65) 比 较 ,其 数值 最 大 者 与 最 小 者 分 别称 为 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a ,5b] 上 的 最 大 值 。 
函数 f(z ) 在 [a ,65] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 可 按 定义 4 和 求 函 数 的 极 值 方法 求 出 。 

例 53 求 F(z)=el 3l 当 zE[-5,5] 时 的 最 大 值 与 最 小 值 。 
、 , er 3<155 时 
解 : 该 本 妆 是 一 个 分 段 函数 ,可 写成 如 下 形式 /(z) = 3 3 时 
该 函数 在 { 一 5,5] 内 连续 ,但 在 x =3 处 不 可 导 ; 当 xz 关 3 时 函数 可 导 , f(z) 的 导数 为 
= 3， 3<x<5 
ras 3- si f(z ) 在 所 讨论 的 区 间 内 无 驻 点 ,因而 最 大 值 或 最 小 值 
7 9 T чык 
只 可 能 在 r= +5 及 导数 不 存在 的 点 z=3 处 取得 ,在 这 些 点 处 的 函数 值 分 别 为 : f( 一 5) 
= еб, f(5)=2,f(3)=1, BEMAR /(х)=е!'^73!7Е[ -5,S$] 的 最 大 值 为 f( -5) = @, 最 
小 值 为 (3)=1。 
例 54 在 给 定 容积 V 的 条 件 下 ,做 一 个 有 盖 圆 柱 形 钢 头 , 问 当 高 和 底 半 径 取 多 少时 用 
料 最 省 ? 
解 所 谓 用 料 最 省 就 是 指 饶 头 的 表面 积 最 小 。 设 底 半 径 为 r, BE А, RERA S, 
则 
S=2xr2+2xrh 


因为 VEX, Н V=rrh Ñh = 二 ,将 h = 代入 S 的 表达 式 中 , 则 S E: , 的 函数 
S(r)=2x2 + と (0。 + оо) 
将 S 对 r 求 导 得 S'(7)=4rr -4,9 S'(r)=0 得 r= 六 ,又 由 于 r—0' 及 r> 十 oo 
r T 
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时 ,Sr) 一 +co, 所 以 5$ 在 r= NJ на ヵ сз =2r, 
由 此 可 知 : 当 容积 给 定时 ,圆柱 形 缸 头 的 高 等 于 底 的 直径 时 ,该 缸 头 用 料 最 省 。 
2.4.4 函数 的 凹凸 性 及 拐点 


函数 在 某 一 点 的 导数 可 用 于 刻画 曲线 的 倾斜 度 。 但 是 ,曲线 在 某 一 点 的 性 态 不 仅 由 
该 点 曲线 的 倾斜 度 来 描述 ,还 由 曲线 在 该 点 的 弯曲 方向 以 及 弯曲 程度 来 决定 。 曲 线 在 某 
点 的 弯曲 方向 以 及 弯曲 程度 的 含义 类 似 于 变速 直线 运动 中 的 加 速度 ,因而 可 用 函数 的 二 
阶 导数 来 描述 。 


曲线 的 弯曲 方向 是 用 曲线 与 其 切线 的 相对 位 置 来 描述 的 。 

【定义 s】 如 果 一 段 曲线 位 于 它 上 面 任 一 点 的 切线 上 方 ,我 们 就 称 这 段 曲线 是 向 上 
19 (concave upwards) ,如 图 2-13; 如 果 一 段 曲线 位 于 其 上 任 一 点 的 切线 下 方 , 则 称 这 段 
曲线 是 向 上 凸 的 (concave downwards) ,如 图 2-14 所 示 。 


у у 


图 2-13 图 2-14 


由 图 2-13 和 图 2-14 可 见 ,一 段 曲线 切线 位 置 的 变化 状况 能 够 反映 该 段 曲 线 的 凹凸 
Е. 218) EEN, ME > 的 增 大 ,切线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 也 逐渐 增 大 ,从 而 其 切线 的 射 
率 广 (xz) 单调 上 升 ,六 (xz) 之 0。 类 似 可 知 ,曲线 向 上 凸 时 , 广 (z) 委 0, 这 种 性 质 可 用 下 面 
的 定理 来 说 明 。 

【定理 10】 UREA f(x ) 在 区间 (a ,5) 内 具有 二 阶 导数 了 (x), 则 在 该 区 间 上 , 当 
(z)>0 时 ,曲线 向 上 四 ,并 称 f(z) 为 里 函数 ; 当 产 (zx)<0 时 ,曲线 向 上 凸 , 称 f(z) 为 
DAR 

(ПЕВ) 


二 、 曲 线 的 拐点 


如 果 曲 线 y= F(z) 在 某 点 的 凹凸 性 发 生 了 改变 ,那么 该 点 就 称 为 曲线 的 拐点 (inflec- 
tion Point)。 例 如 y= х (0, + co) 上 是 向 上 四 的 ,在 (- oo,0) 上 是 向 上 凸 的 ,(0,0) 点 
就 是 y= z? 的 拐点 ,过 (0,0) 点 的 切线 把 曲线 分 成 了 凹凸 不 同 的 两 部 分 。 
需要 注意 的 是 :拐点 可 能 是 二 阶 导数 为 0 的 点 ,也 可 能 是 二 阶 导数 不 存在 的 点 ;反之 ， 
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二 阶 导数 为 0 的 点 或 二 阶 导 数 不 存在 的 点 却 不 一 定 是 拐点 。 

判断 函数 曲线 的 凹凸 性 及 抛 点 步 双 如下: 

1 求人 (z): | 

2 &Ф/'(«)=0,ЖШ ЖЕЕ Арун, ЈНУ ЈЕР f(z) 定义 域内 不 存在 二 
阶 导数 的 点 ; 

3” 对 每 个 实 根 ( 或 二 阶 导 数 不 存在 的 点 ) ,如 хо, М Р(х) Е zo 左右 的 符号 ,如 
果 变 号 , 则 ro 是 拐点 ,否则 不 是 拐点 ;使 f'(z)>0 的 那 段 区 间 为 上 四 区 间 , 使 F(x)<0 
的 那 段 区 间 为 上 凸 区 间 。 


#155 讨论 曲线 y= (2 -1)3 的 四 凸 性 及 拐点 。 
解 ，y = 子 (z 一 1)4,z=1 时 y 的 二 阶 导数 不 存在 ;z 关 1 时 ,y= 二 (z -1) -3, 它 
在 定义 域内 无 零点 。 我 们 列表 讨论 y= (xz - 1) 和 的 四 凸 性 及 拐点 。 
表 2-4 у= (zx-1 和 的 四 凸 性 及 拐点 














此 例 中 的 拐点 是 使 y*= (x -1 六 的 二 阶 导数 不 存在 的 点 ,拐点 坐标 为 (1,0)。 
例 56 讨论 函数 ,= 一 全 -的 单调 性 、 极 值 及 拐点 。 


1+2? 
解 : ッ ー 2(1 一 >?) _2(1-z)(1+ >) 
У (+22) (1+ 22)2 
S у =0, 得 >」=ー1, ァ =1, 列 表 如 下 : 
表 2.5 у= 一 竺 -的 单调 性 与 极 值 


1+ х? 

















‚4х 22-3 

> (1+22)3 

令 交 =0, 得 zl= -V3,zz=0,zs=V3, 列 表 如 下 : 
表 2.6 у= -2 的 四 凸 性 与 损 点 


1+x? 


























BARDIS, Зу, 0,0), 6359), 
=, RLR 


研究 导数 可 以 把 曲线 和 直线 (曲线 的 切线 ) 联 系 在 一 起 ,但 当 我 们 考察 曲线 在 无 限 远 
处 与 直线 的 关系 时 ,就 不 再 使 用 导数 了 ,这 是 因为 导数 是 用 来 研究 曲线 的 局 部 性 质 的 。 我 
们 用 渐 近 线 来 刻画 函数 曲线 在 无 限 远 处 与 直线 的 关系 。 

【定义 6】 如 果 动 点 沿 某 一 条 有 曲线 无 限 远离 原点 时 , 动 点 到 一 定 直线 的 距离 趋 于 零 ， 
这 条 直线 就 称 为 该 曲线 的 渐 近 线 (asymptote)。 

如 果 lim f(x)=6, 则 曲线 y= fz) 有 水 平 渐 近 线 у= b; 

如 果 Jim f(z)= o MIRA у= Кх) В+ ЁТ z = zo; 


如 果 Im [ER] а, (Уе) - az] =ó MRR у= fa ВНА у= ar + 
b (a70) 


例 57 讨论 у= (2+ z)ez 的 渐 近 线 。 
解 : lim (2 + z)e° = +оо, 1 > = 0 是 y= (2+ z)e° 当 z 一 0 ”时 的 垂直 渐 近 线 ; ` 


ェ ー0「 
mE + 5А 


lim lim 





. =. lime” =1 


lm(yー z)= im[(2+ z)e° 一 工 ] 
= 1102-2" ) + lim[ z(e’ ー1) ] 


=2+ jm Ss 


工 一 oo 





1 х 
ЖИЫ у= x +3 Е у= (2+ х)е" 4 r— + co(zk x— — ос) НҢ] -- Т, 
2.4.5 几 个 函数 图 形 的 描绘 


我 们 已 经 学 会 如 何 利 用 一 阶 导数 判断 函数 的 升降 ,利用 二 阶 导 数 判断 函数 曲线 弯曲 
方向 的 方法 ,从 以 上 两 方面 出 发 ,我 们 就 能 够 通过 蚂 数 解析 式 求 出 函数 的 极 值 及 拐点 。 有 
了 这 些 知 识 ,我 们 应 该 能 够 较 准 确 地 夯 出 许多 函数 的 大 致 图 形 。 

下 面 我 们 列 出 描绘 函数 图 形 的 一 般 步 又 : 

1” 确定 函数 定义 域 及 不 连续 点 , 求 出 函数 在 т 轴 和 y 轴 上 的 截 距 ， 

2° 求 函 数 的 一 阶 二 阶 导 数 及 它们 为 0 时 的 根 ; 找 出 使 一 阶 及 二 阶 导数 不 存在 的 点 ; 
计算 出 上 述 根 与 点 处 的 函数 值 ; 

3” 根据 2 中 的 根 与 点 把 定义 域 分 成 几 个 区 间 , 列 成 一 表 ; 

4 判断 六 (x) 及 了 (zx) 的 符号 ,由 此 确定 函数 图 形 的 升降 ,四 三 BDA: 

5° 确定 函数 的 渐 近 线 ; 

6” 根据 表 中 所 列 函 数 的 特殊 点 升降. 凹凸 等 有 关 特 性 ,适当 补充 一 些 点 ,然后 用 描 
点 法 把 这 些 点 连接 成 光滑 曲线 。 

以 下 我 们 就 几 个 常用 的 医用 函数 进行 函数 图 形 描绘 的 实践 。 
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一 、 正 态 分 布 (Normal distribution) 曲线 
该 曲线 是 概率 统计 当中 最 重要 的 函数 曲线 , 主要 用 于 计算 服从 正 态 分 布 的 母体 落 在 





某 一 区 间 的 概率 的 大 小 。 正 态 分 布 曲线 又 称 高 斯 (Gauss) 曲 线 ， 其 表达 式 为 ” 
a= Ea ,其 中 и.о 为 常数 ,ac>0 
下 面 我 们 画 出 它 的 大 致 图 形 。 


(1) 定 义 域 :(- co ,+co); 该 函数 无 间断 点 , 且 曲 线 关于 >= u 対称 。 





ルー 1 (х-и), _ (z — u° 
Pk 
(х-ы)? 
y = 三 : (2-и) -oe 27 


Фу =0, YES y =0, 得 z=x 土 co 
G3)imy=0,lim 作 2=0, 该 曲线 无 垂直 渐 近 线 和 什 渐 近 线 ; 它 有 水 平 渐 近 线 y = 0。 
(4) 列 表 讨论 函数 特性 ， 

表 2-7 正 态 分 布 曲 线 f{x)= 





` 2 的 曲线 特性 


1 
e 
ving 





























Í A 示 为 (u + с, +. 
(5) Жив ERTAN E Авто и + о 211 
у 
і 
ソ 2xe 





我 们 可 先 画 出 曲线 在 = и 的 右 半 部 分 , 左 
半 部 分 可 根据 对 称 性 画 出 ,如 图 2- 15。 

下 面 对 正 态 分 布 曲线 作 些 简单 解释 : 

假设 и 是 沈阳 地 区 20 岁 男 青年 身高 的 平均 
值 ,又 假定 他 们 的 身高 服从 正 态 分 布 ,o 是 总 体 身 
高 离 均值 的 平均 差异 程度 。 如 果 我 们 想 知 道 
身高 处 于 [u —о,и + oj 之 间 的 20 岁 男 青年 占 该 
地 区 所 有 20 岁 男 青年 的 比例 的 大 小 , 则 只 和 需 算出 
该 曲线 与 zx=vx -coc,z=x+c 以 及 z 轴 所 围 成 图 2- 15 


的 曲 边 樟 形 的 面积 。 学 完了 定 积分 之 后 ,我 们 会 知道 该 值 为 | “7(z)dz, 它 的 值 为 0.6826。 





二 、 远 辑 斯 请 (Logistic) 曲 线 
逻辑 斯 谤 曲线 代表 某 一 生物 圈 内 种 群 的 生长 函数 ,其 表达 式 为 
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其 中 Wok. b 均 为 正常 数 。 


以 下 我 们 画 出 它 的 大 致 图 形 。 


(1) 定 义 域 :[0, + %]; 该 函数 无 间 源 点 。 
Wo(1+b)bke Ë 





(2)W' = 


W= 


(1+ Бег 4 )2 
W,(1+b)bk2e “(Бег – 1) 


>0 








(4) 曲 线 特性 如 表 2-10 所 示 , 其 拐点 坐标 为 { 
($) 根 据 (1) 一 (4) 的 讨论 画 出 函数 图 像 如 图 2-16 所 示 。 


(1 十 pe な を)3 
る W =0,4Ẹ =B ,此 时 W’ 取 极 大 值 , 亦 即 此 时 的 生长 速度 最 快 。 

(3) lim W= (1+6) 0, lim ¥=0 
W=(1+6)Wo 为 它 的 水 平 浙 近 线 ;该 曲线 无 悉 直 渐 近 线 与 斜 渐 近 线 。 





Й 2-16 
表 2-8 你 辑 斯 谤 曲线 的 特性 





G+ の )W)。 











ЭТАН РОВ E KAE, HEERA 





W= ae be ,其 中 a.b ~k 均 为 正常 数 。 


・ 54 ・ 








~ra уу ю» т C C Ci ーー デー デー 
t 0 + を 
T 
w + + t 
Г ~ 
w + 0 一 
=. ЖЖ (Gompertz) 9 Ж 





下 面 我 们 画 出 它 的 大 致 图 形 。 

(1) 定 义 域 :[0, + co ) ,该 函数 无 间断 点 。 

(2)W’=abke -te * >0; W° = —abk2(1— be te kbe ", 
令 W =0,4Ẹ = 20, (5 > 1) ва KEER, 


(3) lim W=a, lim 上 =0; 由 此 可 知 其 水 平 渐 近 线 为 W = a; 该 曲线 无 垂直 渐 近 线 


Inp a 


(4) 列 表 讨论 曲线 特性 如 表 2-11 所 示 。 其 拐点 坐标 为 (Re )。 


(5) РАС 16 П Е 2-17 所 示 。 
w 





图 2-17 


























小 结 


1. 导数 是 微 积 分 学 最 重要 的 基本 概念 之 一 , 它 以 极限 概念 为 基础 ,其 目的 是 用 研究 
直线 的 方法 研究 复杂 函数 的 曲线 特性 。 它 的 物理 意义 是 一 个 变量 对 另 一 个 变量 的 变化 
率 ;其 几何 意义 是 曲线 上 某 点 的 切线 斜率 。 函 数 y= F(z) 在 点 z 的 导数 被 定义 为 

f(z)= lim z+Ar)- flz) 


Ах 
f(z) 在 xz 点 的 导数 存在 是 指 上 式 的 极限 存在 。 
2. ”导数 运算 是 以 极限 运算 为 基础 ,通过 复合 函数 求 导 法 则 为 过 渡 而 逐步 展开 的 ,本 
章 所 涉及 的 求 导 法 则 及 基本 初等 函数 的 求 导 公式 汇集 如 下 : 
(1) 四 则 运算 求 导 法 则 
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1)(utv) =u £u 

2) (uv =u + uu 

16 y= LM („у 

(2) 复 合 函数 求 导 法 则 ,如果 y= f(u),u = p(x) 均 可 导 , 则 复合 函数 y= fl фр(х)] 
也 可 导 ,其 导数 为 





Яу _ dy .dx 
dz du dz 
(3) 导 数 的 基本 公式 
1)(c) =0 2)(х°) = ar l. a 为 任意 实数 
3)(sinz) = cosx 4)(cosz) = — sinz 
5)(tgr) =se? zx 6)(cotz) = – cs х 
7) (secx) = tgz * secz 8)(cscr) = 一 cotz *cscx 
9) (а?) = апа ,(а>0,а51) 10) (е) =e" 


11)(logaz ) ニー ニー (a >0,a=1) 12)( = 


, 
а 


1 





13)(arcsinz) = 14 )(arccosz ) = 一 一 一 一 
1- 2? м1- z2 
15) (arctgr ) 2 16)(arccotz) = 一 


3. 微分 是 微 积分 学 中 又 一 重要 的 基本 概念 ,函数 y= f(z) 的 微分 表达 式 为 dy = 
(zx)dz, 它 是 改变 量 Ay EMERE, q Ar | 很 小 时 ,可 用 |Ay| 守 | Crol- zo) | 
近似 计算 zo 附近 хо + Az 处 的 函数 值 。 

4. 导数 作为 研究 函数 特性 的 工具 ,具有 巨大 的 威力 。 一 阶 导数 可 用 于 研究 函数 的 增 
减 性 以 及 函数 的 极 值 ;二 阶 导数 用 于 研究 曲线 的 弯曲 程度 , 它 包括 四 是 性 及 拐点 的 确定 。 

天 数 各 阶 导数 值 的 存在 及 其 绝对 值 的 大 小 可 用 于 刻画 函数 曲线 是 否 弯曲 以 及 弯曲 程 
度 的 高 低 。 

5. 由 中 值 定 理 导 出 的 洛 必 达 法 为 计算 极限 提供 了 强 有 力 的 武器 。 


J Ж 


1. 按 定义 求 下 列 函 数 在 x =1 处 的 导数 。 
(1) f(z) = ソ ェ (2) f(z)= 


2. PIRRE zx = 0 处 是 否 可 导 ? 如 可 导 则 根据 导数 定义 求 出 它 在 x =0 处 的 导 
数 。 


(1) ло ィ デ 0 
0 ‚ z=0 
(2) a= zx た 0 
0 > X=0 
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3. 根据 导数 定义 证 明 函 数 y=z* 0<a<1 在 z=0 处 不 可 导 。 

4. 在 抛物 线 у= xz? 依次 取 zl=1,zz=2 两 点 ,过 这 两 点 作 割 线 , 试 在 抛物 线 上 找到 
一 点 ,使 过 该 点 的 切线 平行 于 所 作 的 割 线 。 

5. 对 于 点 A(zo,yo) 和 抛物 线 y= zx? 来 说 , 当 (zxo, yo) 满足 什么 条 件 时 ,过 该 点 可 作 


抛物 线 的 两 条 切线 ? 
6. 求 下 列 函 数 的 导数 。 
(1)у= z+ nr 
(3)y= z"sinz + cosx 


t 
(4)у= #5 
x 





(6)y=1 


7. 求 下列 函 数 的 导数 。 
(1)y=(1+<x")" 
(3)у= 82; 

1 + sinz 

1- sin て 





(5)y=In 


(2)у=т+1атх 


(5)y=sinz*cosz*inz 


(7)y=cscz "lnz А 


(2) у= z“tg3x 
(4) у= (22 +1)] 


(6) у= [1х] 


8.y 是 由 下 列 方程 所 确定 的 zx HRR ОКУ, 


(1)zlny+tgz =1 
9. 求 下 列 函 数 的 导数 。 
(1)y = 905 


ー (z+1)(z+3) 
(3)y Sinz "COS 工 


(5)у=е* 

(7) у = (arctgx )* 

10. 求 下 列 函 数 的 几 阶 导数 。 
(1)y=5z 

(3)y=lnz 

11. ЖЕЛ ЕРАК 
(1) 2 + у? –- Заху=0 

(3) у + re” = созу 

12. 求 下 列 画数 的 微分 dyo 
(1) у= er 

(3) у= sin(x + агссоѕх) 


(2) х2+(у-1)2=1 


(2) у= х 
(4) у= е" 
(6) у = emem 


(8) у= ж *arccot(Inz) 


(2) у = acospz 


(2)зіп(ху) = х + у 
(4)arctg(zy)+ y= = 


(2) у = агсѕіп(е2*) 
(4) у = eZarctg= 


13. 求 75 .sin31 、 げ 1.001 及 ln(1.002) 的 近似 值 。 


14. 证 明 下 列 不 等 式 。 


()|z]<|gz|,z€(- 2), 5 R 4 ェ ニ 0 成立 


QO) < + z)<=,(z>0) 
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(3)е >21 + х,(2520) 
15. 求 下 列 函数 极限 。 








. tgar 、 マー1 
(Dlim Sin の と (60) (2)lim In 

| 。 In(cos3 
(01кг) 2 ЕС 
(5) lim z? In%z,(p20,q>0) 
(6) lim zs (7) 175 

. L 

me (9) limy (cot i 


16. 证 明 下 列 不 等 式 。 


3 
(1)х<ыпхл<х ー を < く 0 


DAH + (1-)°<1,тЄ[0,1],р>1 

17. ЖЕ T7 R ААЛА P< a], 

(Dy=z3-6z (2) у= 24-223 

(3) у= х + sinz (4) у=22° – 32? – 122 +7 

18. 求 下 列 函 数 的 极 值 。 

(1)y= 工 一 jn(1+>z) 

(2)y=Vzlnz 

(3)у= <= +1 

(4) у= sin zx + cos х 

19. 求 下 列 函数 在 所 给 区 间 内 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

(1)f(z=)=x2-4zxz+6,z€[-3,10] 

(2)/f(z=)=/5-4x,z€[-1,1) 

(3) 7(z)=|>2ー3 ェ +2|,> と [ 一 10,10] 

(4)7(z)=27- rE[ —5,5] 

20. 已 知 不 在 同一 直线 上 的 三 点 A(z,y」)、B(z。, ys) 和 C( zs, уз): PKH] z;. y; Ж 
表示 AABC 的 面积 。 


21. тие: = (a 2089885 = 轴 y 轴 分 别 交 于 A、B 两 点 ， 


(1) 求 AB 间 的 最 小 距离 。 
(2) 求 AOAB 的 最 小 面积 。 
22. 试问 а b 为 何 值 时 ,点 P(1,3) 为 曲线 y= ar + bx? 的 拐点 ? 


23. 证 明 曲 线 y= 五: 有 位 于 同一 直线 上 的 三 个 拐点 。 


ィ ^ 十 1 
24. 肌 注 或 口服 药物 后 , 血 药 浓度 ”时间 曲线 为 CCz) = 122(e 918 ег), н 
现 浓 度 最 大 和 最 小 浓度 变化 率 的 时 刻 。 
25. 讨论 下 列 函 数 的 凹凸 性 和 拐点 。 
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а? 


(Dy= = + (a 20) 


(3)у=м1+ 2? 
26. 讨论 下 列 函 数 的 单调 性 、 极 值 、 四 西 性 、 拐 点 和 渐 近 线 ， 并 画 出 它们 的 大 致 图 





(2)y= х + sinz 


ex +e 7 
(2) ッ = 2 


(4)y= x + arctgx 


( 赵 会 仁 ” 赵 玉 荣 BE) 
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第 三 章 ”一 元 函数 积分 学 


积分 学 分 为 不 定 积分 与 定 积分 两 部 分 。 不 定 积分 是 作为 函数 导数 的 反问 题 提出 的 ， 
而 定 积分 是 作为 微分 的 无 限 求 和 引进 的 ,两 者 概念 不 相同 ,但 在 计算 上 却 有 着 紧密 的 内 在 
联系 。 本 章 主要 研究 不 定 积分 和 定 积分 的 概念 、 性 质 ,并 揭示 二 者 的 联系 ,从 而 解决 定 积 
分 的 计算 问题 。 本 章 重 点 讨论 了 不 定 积分 的 计算 方法 ,介绍 了 定 积分 在 几何 、 物 理 及 医学 
等 方面 的 应 用 ,最 后 简单 介绍 了 广义 积分 。 


3.1 不 定 积分 


一 元 函数 的 微分 法 是 对 给 定 的 函数 求 出 它 的 导数 或 微分 ,但 在 科学 技术 的 许多 问题 
中 ,往往 需要 解决 与 微分 运算 正好 相反 的 问题 ,就 是 已 知 某 个 函数 的 导数 或 微分 ,而 要 求 
这 个 函数 ,这 便 是 不 定 积分 要 解决 的 问题 。 


3.1.1 不 定 积分 的 概念 


一 \ 不 定 积 分 的 定义 


[EX 1] 若 在 某 一 区 间 上 ,FE(z)= f(xz), 则 在 这 个 区 间 上 ,函数 F(z) 叫做 函数 
げ ( >) 的 一 修 原 函数 (primitive function). 

显然 ,从 定义 知道 ,一 个 函数 的 原 函 数 不 仅 不 是 唯一 的 ,而 且 原 函数 有 无 穷 多 个 。 比 
如 ,(sin z) = cos z sinz Æ cosz 的 一 全 原 函数 , 面 snz + C( C 可 以 取 任 意 多 的 常数 ) 是 
cosz 的 无 穷 多 个 原 函 数 。 又 如 , 兰 F(z)= f(z),F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 ,而 等 式 

(F(z)+ C) = F'(z)= f(x) 
成立 ,其 中 C 为 任意 常数 , 则 一 复 曲 线 方程 F(z)+ CC 是 f(z) 无 穷 多 个 原 函 数 。 

既然 一 个 函数 F(z) 在 一 个 区 间 有 一 个 原 函 数 下 (xz), 那 么 就 有 F(z) 的 无 穷 多 个 原 
函数 存在 ,无 穷 多 个 原 函 数 是 否 都 有 一 致 的 表达 式 F(z)+C B? 回答 是 肯定 的 。 

[ #1] 若 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 f(z) 的 所 有 原 函 数 都 可 以 表示 成 
Е(х)+ C(C 为 任意 常数 )。 

Ш: 由 定理 条 件 ,F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 ,F(x)+C 显然 是 f(x) 的 原 函 数 ; 现 
假设 С(х) f(x) 的 任意 一 个 原 函 数 ,只 要 证 明 G(xz)= Е(х) + С 即 说 明 任 意 一 个 原 
函数 都 可 表示 成 F(z)+C 的 形式 。 

因为 G(z) 是 р(х) ЈА, ТИ G (х) = f(x), 又 因为 F(zx)= f(z), 故 有 
Е (х) = С (хт), н05 819 

[G(xz)- Е(х) =G (2) - F'(z)=0 
又 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推论 可 知 
G(x)- Е(х)= С 
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В G(z)=F(Cz)+C, 这 就 证 明了 (>) 的 所 有 原 画数 都 可 以 表示 成 (>)+C 的 形式 。 
由 定理 1 知 ,所 有 的 原 函 数 表达 形式 是 一 致 的 , 即 F(z)= f(z2),F(z)+ C E f(x) 
的 所 有 原 函 数 的 一 般 表 达 式 ,把 F(z)+ C 定义 为 不 定 积分 。 
【定义 2】 若 F(z) 是 fz) 的 一 个 原 函 数 , 则 F(z) 的 所 有 原 函 数 F(z)+ C 称 为 


F(z) 的 不 定 积 分 (indefinite integral) , 记 为 | 7(z)dz, 即 
[/(х)йт = F(z) + C (3-1) 


其 中 | 称 为 积分 号 ,x 称 为 积分 变量 , f(x) 称 为 被 积 函 数 , f(z )dz 称 为 被 积 表达 式 ,C 
称 为 积分 常数 。 
因此 , 求 已 知 函 数 的 不 定 积分 ,就 归结 为 求 出 它 的 一 个 原 函 数 ,再 加 上 任意 常数 C. 
例 1 求 函数 f(z)=3z* 的 不 定 积分 。 
解 : 因 (z3) =3zx?, 所 以 
| Заах = х? +С 


例 3 求 函数 f(x)= 圭 的 不 定 积分 。 
解 : 因为 当 z>0 时 ,(Inz) = 士 ,所 以 ， 


| az=mz+ С (z>0) 


当 > く 0 時,- テ >0,[In( >) イ ニーー・(- 1) = 二 , 所 以 


2 т 
| Tar=In(-z)+C («<0) 
合并 上 面 两 式 ,得 到 
1а. = ші) +C (290) 


二 、 不 定 积分 的 几何 意义 


由 于 函数 f(xz) 的 不 定 积分 F(z)+ C 中 含有 任意 常数 C, 因 此 对 于 每 一 个 给 定 的 
C ,都 有 一 个 确定 的 原 函 数 ,在 几何 上 ,相应 地 就 有 一 条 确定 的 曲线 , 称 为 f(z) 的 积分 曲 
线 。 因 为 C 可 以 取 任 意 值 ,因此 不 定 积分 表示 f(z) 的 一 簇 积分 曲线 , 即 下 (z) + C. H 
为 F(x)= f(x), 即 可 说 明 , 在 积分 曲线 簇 的 每 一 条 曲线 中 ,对 应 于 同一 个 横 坐 标 x = zo 
点 处 有 相同 的 斜率 fro) ,所 以 对 应 于 这 些 点 处 ,它们 的 切线 互相 平行 ,任意 两 条 曲线 的 
纵 坐 标 之 间 相 差 一 个 常数 。 因 此 ,积分 曲线 艇 у= F(z) + C 中 每 一 条 曲线 都 可 以 由 曲线 
y=F(z) 沿 >y 轴 方向 上 、 下 移动 而 得 到 。 见 图 3-1。 

例 3 求 经 过 点 (1,3), 且 其 切线 的 斜率 为 2x 的 曲线 方程 。 


#: 由 曲线 切线 斜率 为 2z 和 不 定 积分 定义 可 知 ,| 2xdx = x?+ C 


ЗЕ у= zx*+C, 将 z=1,y=3 代 和 人 ,得 C=2。 所 以 
у=т?+2 
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就 是 所 求 曲 线 方程 。 
3.1.2 不 定 积分 的 基本 公式 和 运算 法 则 


一 、 不 定 积分 的 基本 公式 


由 不 定 积分 的 定义 可 知 ,不 定 积分 就 是 微分 运算 的 

道 运算 。 因 此 ,有 一 个 导数 或 微分 公式 ,就 对 应 地 有 一 

个 不 定 积分 公式 。 例 如 ,因为 (2 和 7) = ==, AEA 
是 а" 的 一 个 原 函数 ,于 是 由 不 定 积分 定义 有 
f =a = +0 (052 —1) 





a+1 
图 3-1 类 似 地 可 以 得 到 其 他 基本 积分 公式 : 
1.| xdz = な +C (k 是 常 数 ,& デ 0) 
2. | =a = デー ェ C (а32 1) 


з. | az=mlzl+C (2920) 
4. | snzdz = — cox + C 
5. f coszdz = sinz + C 


ac (a デ Fl,a>0) 


6. | аах = Ina 


7. | edz=e+C 
8. |sezdz = | 2-а =- ctx + C 
| 


sec xdr = [az = tgz + C 
cosx 


1 — 
10. | 15 2292 = arctgz + C 





1 . 
11. dz =arcsinz + C 
| /1— z? 


12. f secrtgx=d<x = secs + C 


13. | csczcotzdz= — сѕсх + C 

关于 不 定 积分 ,还 有 如 下 等 式 成 立 : 

1.[| Kedd = f(x) R d| а) = Flz)dz (3-2) 
2. | F'(Cz)az=F(z)+C 或 | aF(z)= F(z)+ C (3-3) 


由 基本 积分 公式 ,可算 如 下 不 定 积分 : 
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二 、 不 定 积分 的 运算 法 则 
由 微分 运算 法 则 ,相应 地 就 可 以 得 到 以 下 的 不 定 积分 的 运算 法 则 : 
1. 不 为 零 的 常数 因 于 ,可 移动 到 积分 号 前 
|ar(z)duz = а|/(х)4х (a Z 0) (3-4) 
这 是 因为 上 式 右 端的 导数 
[a | f(z)dz] =al | f(z)dz] = af(z) 


恰好 是 左 端的 被 积 函数 。 另 一 方面 ,对 | of(z)dz 求 导 也 是 a7(z) ,在 不 考虑 积分 常数 的 条 
件 下 ,有 а f(a)dz = |ZG)az。 
2. ATERRAR E TPS ЖОННИ 
л х) + р(х) Јах = [ясаа +|s(z)dz (3-5) 


要 证 明 这 个 等 式 , 只 需 验证 等 式 右 端的 导数 等 于 左 端的 被 积 函 数 。 读 者 不 难 作 出 证 明 。 
这 个 公式 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 函数 的 代数 和 的 情况 。 























例 4 Ж | (amz+ー タ 5+edz。 
Жї: | Ginz+ +es)da 
= |sinzdz +2| 1-54: + | ezdz 
= — cosx + 2arctgxz + e* + C 
例 5 求 不 定 积分 | az, 
M: КЕ = |= 
Ин dz + | 202 
(22 + DG 1) 」 + | Lad 
= | (z=2—1)dz + | dz 


1 
= | zdz- | ак+ | ad 


2+1 
ーー イー ャ arctgr す で ニュ メー ェ オ arctgr+C 


例 6 求 不 定 积分 | соё Zaz, 
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в: fo 


h 


z = | tar = 1 (ае +-1-| cszdz 
ие + す Fsinz+C 
例 7 求 不 定 积分 | tg xdro 


解 : [еа = -| (sec x —1)dz= seezdz - | az 


gz x+ C 
3.2 不 定 积分 的 计算 


利用 基本 积分 公式 及 不 定 积分 的 性 质 直 接 计算 不 定 积分 ,有 时 很 困难 ,因此 ,需要 引 
进 更 多 的 方法 和 技巧 ,下 面 介 绍 不 定 积分 的 两 大 积分 方法 一 一 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 。 


3.2.1 换 元 积分 法 





一 、\ 第 一 类 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 


有 一 些 不 定 积分 ,将 积分 变量 进行 一 定 的 变换 后 ,积分 表达 式 由 于 引进 中 间 变 量 而 变 
为 新 的 形式 ,而 新 的 积分 表达 式 和 新 的 积分 变量 可 直接 由 基本 积分 公式 求 出 不 定 积分 来 。 
例如 


| вах = | 1ё=а(4х) =1 f etzd(4z) 
观察 上 式 最 后 一 个 等 式 可 以 看 出 ,车 令 u = 4z ,把 4z 看 成 一 个 整体 (新 的 积分 变量 ) ,这 


个 积分 可 直接 利用 基本 积分 公式 算出 来 , 即 可 去 掉 积 分 号 ,然后 再 代 回 原来 的 变量 z ,就 
得 到 不 定 积分 的 结果 : 














[еа = 2 еа) = Herdu = Her + С = tett + C 
又 如 : 
и=2х 
[оола = | ogzd(2<) | созийи 
= япа + C “Z? sinz + C 


可 以 给 出 一 般 形式 的 计算 过 程 
| ee)]e'e)dz = | Le(z)]Jdo(z)-2 


Ф(х)= и 


| Сади 


= Е(и) +С Е{Ф(х)]+ С (3-6) 
这 种 计算 过 程 , 称 为 第 一 类 换 元 积分 法 或 次 微分 法 (the first integration by substitution), 
在 实际 计算 中 ,把 式 (3-6) 简 化 成 式 (3-7) ,直接 用 式 (3-7) 进 行 凌 微 运 算 。 


Фа): Ф (Ge)az = Le(e)Jae(e) = ЕЇФ(х)1+С 6-7 
例 8 求 不 定 积分 | /2z+1dz。 
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u= の (と ) 





解 :| /2z+idx= す |/2zT1d2z+ や = の z+103+C 
将 例 8 推广 到 一 般 寡 函数 的 情形 ,显然 有 
[az + b)"dz = 1а + р) "аах + b) 


= (4ar+6)™ e (m 关 -1) 





ат) 
_ 1 f d(az+b 
Ж т= 18}, | = а あう Injar+b|+C 
例 9 求 不 定 积分 | tgzdz。 
— | эп, [dor _ 
解 : | erdz= | smzdz= cr 一 Inleosz | + C 
读者 不 难 求 得 


| cotzdz =lnjsinz|+C 
例 10 求 不 定 积分 | 2 


解 ; p MC = 


_ 1 | dz 1 ах _ 1 
=з atr Zala — 24 1 ла | 元 Inla- x] +С 


=L 


























= ラー atal +C (a>0) 
例 11 。 求 不 定 积分 | csczdz。 
-|dz_ f sing, __ f dcosz 
解 : | kzdz= |z | Eds | х9 
_ 1 
= тае 
1 
zji (а 21 7 брат F 1) dcosz 
= а es +C 
=]n esz | +C=lnlcscz 一 ceotz|+C 





由 于 cosz = sin( z + 2) , 再 利用 例 11 的 方法 和 结果 ,下 述 积分 可 得 


dz = | dz+3) 


cosx sin(x + 2 2 7 





| seczdz = 


=ln сзс(жх +-7)- cot(z +) +C 





=Inlsecz а +C 
二 、 第 二 类 换 元 积分 法 


第 一 类 换 元 积分 法 , 它 是 利用 凌 微 分 的 方法 ,把 一 个 较 复杂 的 积分 化 成 便于 利用 基本 
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积分 公式 的 形式 ,但 是 ,有 时 不 易 找 出 凑 微分 式 , 却 可 以 设法 作 一 个 代 换 ,z = p(1) ,积分 
| Goa = | 7Lg(eD)]gwr(adt, 此 时 便 可 利用 基本 积分 公式 求解, 因此 有 第 二 类 换 元 积 
分 法 (the second integration by substitution) 。 定 理 形式 叙述 如 下 : 


【 定 理 2】 设 f(z) 连 续 ,x = gp(z) 是 单调 可 导 的 连续 函数 , 且 其 导数 g (r)>0, 
х= 9(1) 的 反 函 数 1 = op-'(xz) 存 在 且 可 导 , 并 且 


[Aelg (dr = F) + С (3-8) 


则 |) = Flee) С (3-9) 
证 将 式 (3-9) 右 端 求 导 , 并 同时 注意 到 式 (3-8) ,得 
ЫЕ Na] + C= Fe aT 


=/f[e(t)]@ (t): 了 人 = f(x) 
即 EF[g-1(4)]+C 的 导数 等 于 F( z) ,由 不 定 积分 定义 即 证 此 定理 。 
将 式 (3-8) 和 式 (3-9) 联 系 起 来 ,可 将 第 二 类 换 元 积分 写成 便于 应 用 的 形式 : 
[Fedr E [| floe) (dr = FG) + C 


-生生 гоа) + C (3-10) 


在 定理 2 中 ,做 变换 x = 9p(z) 应 满足 在 某 个 区 间 上 是 单调 可 导 函 数 ,保证 了 反 郴 数 
gpg!(z) 存 在 且 单 调 ,所 以 在 应 用 时 请 注意 ,有 唯一 的 : 就 有 唯一 的 z, 反 之 亦 然 ,而 且 
使 х учун х 取 值 范围 。 例 如 ,做 变换 x = 2, RRR z= キア ェ , 
为 了 使 > 满足 不 定 积分 中 的 钙 积 函数 7(Z ) 所 要 求 的 х 取 值 范围 以 及 保证 x 与 1 的 一 一 
对 应 的 关系 ,去 掉 “ 土 "号 ,只 取 变 换 (= x ,一 般 结果 仍然 正确 。 本 书 对 不 定 积分 的 类 似 
情况 ,不 再 重复 讨论 。 
例 12 求 不 定 积分 | Vade (а>). 
Й: Ü x= asinzt,dz = асоѕағ, (~ э << 
V a? = х? = а? — a2sin?t = acost 
于 是 | > a2— z2dz = | асовгасозг@: = a? | соз^ г: 
=a? f 13 ог 


2) 





2 
de=% [r +E sin2t]+C 
a? 

= > Lt +sinżcost ] + С 
а? Z А (ү 7. 
= ラ [arcsin = + 1 ( テ ゲ 」+C 
= arcsin 2 + > а? z2+ C 

例 13 求 不 定 积分 | 








1 
/dr (а >0)。 


・ 66 ` 





Ж: х= аі, dr = азес^їдї 


М а? + а? ーッ atg t + а? = авес? 








dz _ f aset ү, — 
/+2—а° asect 
=In| Г 27 +t tgt| +С. 


=In| z+V +a? | +C 
其 中 С= С; – Іпа . 


例 14 求 不 定 积分 | 
x 
Ж: 15 r=asect, W] dz = аѕесі *tgzdtz 
V z2— а? = a sct- а? = atgt 
于 是 | da - | Pe “sect*tgtdt = | sectdt 


| sectdt =ln|sect + tgt| + С, 


41+) += 


于 是 | 


+С, 











dz 
5 (a>0)。 





22-а? 


=]n|secz + tgz | + Су =1п] вест +v ser — 1 | + Ci 
+ = | + ダーg | +C 





=lIn 








кү: 
Ж С=С, - һа 
合并 例 13.0 14,18 


| мата +C (а>0) 
х га 


dz 
例 15 求 不 定 积分 | ーーー=。 
#⁄. 设 z=wz+2, 则 = 刀 -2,dz=2zdt 











dz 27dz 2dz _, (2-1 
TE Кет ШЕ. z+1| と 
_— | +21 +C 
vz+2+1 








当 被 积 函数 含有 n 次 根 式 Vaz + 5 时 ,只 需 做 代 换 ar tb = 如 ,就 可 将 根 号 去 掉 。 不 
定 积分 就 变 成 容易 的 积分 了 。 


3.2.2 分 部 积分 法 


WR u= xz) 与 v=vw(z) 都 有 连续 的 导数 , 则 由 函数 乘积 的 微分 公式 d (uo) = 
vdu + udv 移 项 得 
udv=d(uv)— vdu 
所 以 有 


[udv = uv - [ойи 或 | vdv = uv - [ааа (3-11) 


这 个 公式 叫 作 分 部 积分 (integration by parts) AR, 当 积分 | udv 不 易 计算 ,而 积分 
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| odu 比较 容易 计算 时 ,就 可 以 使 用 这 个 公式 。 


例 16 求 不 定 积分 | хсоѕтат о 
Ж: I$ u= х,о = соѕлаіл 
则 du = іх, v = sinx 


应 用 分 部 积分 公式 ,得 
| zeoszdz = zsinz - [sinzdz = zsinz + cosz + C 
在 计算 方法 熟练 后 ,分 部 积分 法 的 替换 过 程 可 以 省 略 。 
例 17 。 求 不 定 积分 le z2erdz 。 
ж: |z2erdz ?der = zer ~ 2| zerdz 
= xe" —2хе* +2е*+ С=е“(х?°-2х +2) +С 
例 18 求 不 定 积分 | ersinzdz。 
ж: | esnzdz = | erd( ~ созт) = ~ ercosz + | coszdz 
二 一 eTcosr + | erd sinz 
即 | ersinzdz = — е*созл + ersinz — | ezsinzdz 
将 上 式 整 理 再 添上 任意 常数 ,得 
| efsinzdz = J (sinz — cosx )e* + C 
例 19 求 不 定 积分 | xarc tgzdzo 


2 
解 : | xarc tgzdz = | arc tgxd(7 ) 





= ティ 2arc tg — 1 | д? 1 + 3dx 


_ 1 2 1 1+ ァ デー1 
ーー 2 て arc tgx 7 — z> 





1 
= > r arc tgr га dz 
= 二 zz2arct z- 工 rz+darcter+C 
2 ET 27 arc tg 
f = 了 (1+ zar gr- 地 +C 
例 20 求 不 定 积分 | Inzdz。 
解 : | nzaz=znz- [zldz=zinz-z+C 
2 

例 21 求 不 定 积分 | edr, 
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YU ET テマ сү] 


R: Ü = xr, xz =? 
[erar= | edr? =2| ear=2] ae 
=2tě -2| е@ =32е'(@-1)+С=2е' (Ут -1)+С 
总 结 以 上 例子 ,分 部 积分 法 主要 解决 被 积 函 数 是 两 类 不 同类 型 的 函数 乘积 形式 的 一 
类 积分 问题 ,例如 这 些 形式 : 
| PCz)erdzi| Plz)oosmzdzs | P(z)sinmzdzi 


其 中 m 为 正 整数 ,a 为 常数 , P(z ) 为 多 项 式 。 另 外 ,正确 选取 ulr), vlr), REDER 
分 | v(x)du(z)= | v(z)wu (zx)dz 变 得 更 加 简单 易 求 ,这 一 点 留 给 读者 积分 时 去 探索 
和 总 结 。 


3.2.3 有 理 函 数 积 分 简介 
有 理 函 数 总 可 以 写成 两 个 多 项 式 的 比 


Р(х) _ aoz” + ауд” l+... +a, z+ a, 
Q(z) boz” + biz" l+. + b,- iz + b, 
其 中 n 为 正 整数 ,x УЗЕ, а0220, b040, УЛЕА Bj S yf, n>m 
时 ,叫做 真 分 式 ; 当 mw 之 n 时 ,叫做 假 分 式 , 假 分 式 可 以 用 除法 把 它 化 为 一 个 多 项 式 与 一 
个 真 分 式 之 和 。 
多 项 式 可 以 很 容易 地 逐 项 积分 ,因此 只 需要 讨论 真 分 式 的 积分 ,一 般 来 讲 , 先 将 有 理 
真 分 式 化 成 部 分 分 式 ,再 求 部 分 分 式 的 积分 。 


例 2: 将 -2 分解 成 部 分 分 式 。 
解 : 由 于 真 分 式 








2r-1 _ 22 - 1 
22-5х+6 ( ァ ー3)( テ ー2) 





可 以 设 
2 ァ ー1 A B 


2 Sr+6 テー3 x-2 
将 上 式 右 端 通 分 后 ,上 式 两 端 再 同 乘 以 (x -3)(z 一 2) ,消去 分 母 ,可 得 
2z=-1=A(x-2)+B(zx - 3) 
整理 后 有 2x 一 1=(A+B)zx 一 (2A +3B), 再 比较 等 式 两 端 同 次 项 系数 ,得 方程 组 
A+B=2 
2A +3B=1 
解 方 程 组 ,A =5,B= -3, 因 此 部 分 分 式 为 
2 ェ ー1 5 3 


テテ ー5 テ テキ 6 エー3 ァ ー2 


例 23 将 (xz? 二 2zx 一 1)A(xz 一 1)(zx? z+1) 化 成 部 分 分 式 。 
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解 : 5 
х?+2х-1 А +_Br+C 
(z—1)(z? ー ァ +1) ` そ ー1 > ター テオ 1 
等 式 右端 通 分 后 , 再 消去 分 母 得 
х°*+2х-1 =А(х?-х+1)+(Вт+С)(х-1) 
=(А+В)х?+(С-В-А)х+А-С 








A+B=1 A=2 
ө{с--А- a 
А-С=-1 С=3 
'_х°+2х-1 __2___х-3 
因此 (хж-1)(22-=+1) х-1 +2-т+1 
- 2 ァ ー1 
例 24 Ж 2а айх: 


解 : 利用 例 22 的 结果 


2 ァ ー1 5 3 
= = | 3 ェ ー27dz 








=3Inl テー3| —3ln |z —2| +C=in 


例 25 жє гуй, 
解 : 利用 例 23 的 结果 
e De -| (Gd 
=2| a=. |= 2-3 4. 
=2| m -3 CiP i 


=2In|z -1| -| 35- 3 


























1 d(z2 231,5 ( 


=2| 2-11 一 2 > 


2 
3 Bae) +C 


== lc 





=2]п|х-1| -二 In| x? -x+1]|+ 


(х—1)? 
Ма +1 


例 26 求 | асб 
ш. 5 1 A,B, C+D 


2 arctg ( 








=1п| | + 





х^(х?-х+1) хт т? z2—z+1 
等 式 两 边 同 乘 以 >2(z2ー ァ ェ +1) 用 待 定 系 数 法 得 4=1, B=1, C= -1, D=0, 于 是 
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|a rpi | a+ |: 


等 式 右 端 第 三 个 积分 为 

















| z y Qr- =1+04, 
а2-х+1 = ェ ィ テー テオ 1 
_1 
_-1 zi, | d(x 2 7 
2 ェ *ー テ 1 (х-4у2+-— 
2 
тесен 09 
逆 
_ dr 1 1 V3 2 ェ ー1 
асау н н 0) arg (222—7) + С 


‚ 对 于 有 理 函 数 积分 , 先 将 被 积 函数 化 成 一 个 多 项 式 加 上 一 个 真 分 式 ,对 真 分 式 先 将 分 
母 分 解 成 一 次 与 二 次 因 式 乘积 形式 ,然后 用 待定 系数 法 将 真 分 式 变 成 部 分 分 式 , 最 后 部 分 
分 式 和 一 个 多 项 式 就 容易 积分 了 。 


3.2.4 积分 表 的 使 用 


一 般 的 积分 表 都 是 按照 被 积 函数 的 类 型 进行 分 类 的 ,所 以 求 不 定 积分 时 ,首先 找 出 被 
积 函 数 所 属 的 类 型 ,然后 在 积分 表 中 查 出 相应 的 公式 。 有 时 ,还 需要 经 过 适当 的 变换 ,把 
被 积 函 数 化 成 积分 表 中 所 列 出 的 形式 ,然后 查 宕 。 积 分 表 可 看 附录 工 。 

使 用 积分 表 求 不 定 积分 的 做 法 请 参考 如 下 2 例 。 


例 27 ж | 





х(2+5х)?° 
Ж: 被 积 函数 含 a + bz ,与 附录 工 公式 27 相同 ,其 中 =2,2=5, 于 是 
| dz _ 1 Lin 21521 + 
х(02+5х)2 2(2+5х) 4 z 





例 28 жа)| э: 2 | аааз, 

解 : (1) 被 积 函 数 含 有 a + br + r? 与 附录 工 公 式 45 相同 ,其 中 4a=3,6=2,c=1， 
0 和 

| l jz aro (2 l z+2 ) + 

z2+2zr+3 WESE 4 4・3・1 一 4 


= Бае (221) +C 





+C 





l-z 1 1 1 一 と 
(2) 因 为 22+9rx3 >2 十 93 х+9х? 1249538 
_ 1 _ 1 
= | っ +91347 ЕЕ 
上 式 右边 的 第 一 个 积分 应 用 附录 工 公 式 26, 其 中 a =1,6b=9; 第 二 积分 应 用 附录 工人 公式 
25, 其 中 a=1, 5=9, 因 此 有 
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| た dz = L 9 Lo | ЕЕ 
ァ ^ 十 9 ァ z T x 


= -1 вы 1422| +C 
z 


最 后 ,我 们 指出 ,积分 运算 与 微分 运算 还 有 一 个 很 不 相同 的 地 方 , 即 任何 一 个 初等 函 
数 的 导数 都 可 以 根据 基本 导数 公式 和 微分 运算 法 可 求 出 来 ,并 且 仍 然 是 初等 函数 。 但 是 ， 
有 许多 初等 函数 却 “ 积 不 出 来 ”, 即 这 些 函 数 的 原 函 数 存在 ,但 这 个 原 函 数 不 能 用 初等 函数 
来 表示 ,最 简单 的 一 些 例子 如 


| cos(z?)az,, fedr, | Lar, | szdz 


lnz 


就 是 如 此 。 
3.3 定 积 分 


在 3.2 节 中 介绍 的 不 定 积分 的 性 质 和 计算 的 基础 上 ,我 们 引入 定 积分 。 
3.3.1 定 积分 的 概念 


我 们 先 介绍 曲 边 梯 形 的 概念 ,然后 由 求 曲 边 梯形 面积 和 变速 直线 运动 的 路 程 人 手 , 引 
出 定 积分 的 概念 。 


一 \ 曲 边 梯形 的 面积 
设 y= F(z) 在 区 间 [a ,5] 上 连续 , 且 (a)20, MIHEZ r= a,x = Б, Or 轴 及 曲线 





图 3-2 图 3-3 
у= /(х) ЈЕ aMNb 称 做 曲 边 梯形 (curvilinear trapezoid) (如 图 3-2)。 

不 难看 出 ,任意 曲线 围 成 的 平面 图 形 的 面积 都 由 几 个 曲 边 梯形 面积 的 代数 和 构成 。 
如 图 3-3 中 MdNeM 的 面积 可 由 aM4dNb #llaMeNb 面积 之 差 求 得 。 因 此 ,我 们 只 要 会 求 
曲 边 梯形 面积 ,就 会 求 任意 曲线 围 成 的 平面 图 形 的 面积 。 下 面 我 们 专门 讨论 如 何 计算 图 
3-2 中 曲 边 梯形 aMN6 的 面积 A。 

如 图 3-4, 先 把 曲 边 梯形 的 底 边 所 在 区 间 [a,6] 用 分 点 x0= а, £1, TY2 Di-17i， 
“T =b 分 成 为 n MER rozi], [eiz], leiri] Гаа со, ВМА 
间 长 度 用 Ar;= zx; 一 zi-1,i 二 1,2,…,n; 并 在 各 分 点 作 z 轴 的 垂 线 ,这样 就 把 原来 的 曲 
边 梯形 分 成 п 个 小 曲 边 梯形 ,” 个 小 曲 边 梯 面 积 依次 记 作 AA;,i=1,2,…,n。 
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图 3-4 
在 毎 一 條 小区 回 [ zz](7 ニ 1.2 の ) 上 任 取 一 点 6, В) х1, 在 点 & 
引 z У у= f(z) 于 点 P;。 显 然 点 Р, ААА SE). ЖР, 作 平 行 于 之 
轴 的 直线 与 纵 线 z= zx;_1 及 z = z, 相交 , 便 成 一 个 小 矩形 ,如 图 中 画 有 和 斜 线 的 部 分 。 这 个 
小 矩形 的 面积 f( 6 )Ax, (Ах; = zi 一;-1) 与 同 底 边 的 小 曲 边 梯形 的 面积 相似 , 即 ДА, ле 
FS)Am (i=1,2,…,n) 
把 ヵ 个 小 矩形 面积 作 和 就 是 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 , 即 


A = や AA D(A 
我 们 观察 这 个 近似 值 的 变化 规律 。 当 п AK, 即 每 个 小 区 间 的 长 度 Az, 愈 小 时 ,小 
矩形 面积 就 愈 接近 于 小 曲 边 梯形 的 面积 。 如 果 使 无 限 增 大 , 即 п— co ,使 所 有 的 Az 
者 趋向 零 , 即 令 1 = maxiAzt,Aza,…,Aznl-0, 无 限 个 小 给 形 面积 的 和 X) AeA 转 
化 为 曲 边 梯形 面积 的 精确 值 。 即 Е 


А = im) AS)Azi (3-12) 
一 1 


二 、 变 速 直线 运动 的 路 程 


设 某 物体 做 直线 运动 ,已 知 速度 v= v(z) 是 时 间 间 隔 [ TT, T;] 上 的 一 个 连续 函数 ， 
Н. v(t) 宕 0, 要 计算 在 这 段 时 间 内 物体 所 走 的 路 程 so 

与 前 面 曲 边 梯形 的 面积 的 求法 类 似 , 仍 采取 分 割 、 近 似 、 作 和 、 取 极限 (4->0) 的 四 步 
Ж. 

先 用 分 点 Ti toL t<, <: < <<< t-< „= То, ЗЕНИТ, 
7。] 分 成 ヵ 條 時 周回 隔 6, し ちの [なー な の ッ [。- な]。 每 一 小 段 上 时 间 
间隔 为 Мм = 去 一 有 -10=1)2, 1)。 相 应 地 ,在 每 一 小 段 时 间 上 物体 所 经 过 的 路 程 为 
Asi(i 二 1,2,…n)。 在 时 间 间 隔 [ti-1,t;1 上 任 取 一 个 时 刻 tilti- Krt), Д т, 时 的 速 
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度 vl r, ) 近 似 代 替 [ 1 ] 上 各 个 时 刻 的 速度 , 得 到 [ sti ] 上 的 路 程 As; 的 近似 值 ， 即 
Asv(ti)Ati(i=1,2,…,n)。 于 是 所 求 变 速 直 线 运动 的 路 程 ; 近似 等 于 ” 段 各 部 分 路 
程 的 近似 值 之 和 即 

~ У об т;)А:; 


近似 值 的 变化 规律 仍 是 Ат, 越 小 ， 和 式 越 接近 精确 值 , 令 А =max{At, At, A 
当 -~0 时 ,所 有 小 段 时 间 间 隔 趋 于 零 , 上 述 和 式 的 极限 就 做 为 变速 直线 运动 的 物体 在 
[Ti ,Ty] 段 上 所 经 过 路 程 s 的 精确 值 。 即 


s = ш> vlr;)At; (3-13) 


上 述 做 法 仅 研究 了 一 个 数学 问题 ,一 个 物理 问题 ,虽然 实际 问题 不 一 样 ,但 是 数学 实 
质 是 一 样 的 , 即 均 可 归结 成 一 种 和 式 的 极限 。 以 后 我 们 将 知道 ,还 有 许多 实际 问题 最 终 都 
要 落实 到 和 式 的 极限 上 ,将 这 种 特定 结构 的 和 式 的 极限 定义 成 定 积分 。 


三 、 定 积分 的 定义 

【定义 3】 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 界 ,用 分 点 a= zo < zi < => <: < r; `! 
<хж<+<х„=Ь„ 将 区 间 [a ,5b1 任 意 分 成 x 个 小 区 间 [z;-1, zx;](i=1,…,n), 每 个 小 
区 间 的 长 度 为 Ax; = x; — テー1( 2 =1,2,…, n), 在 每 个 小 区 间 [x;-1,zxi] 上 任 取 一 点 ば 
(=z;-/<<& < x;) , ИРА {Н 88) 与 小 区 间 长 度 Ах; ERE, f(&)Axi(i=1,2,…,n), 并 
作 和 式 


DE )Az, = }(&)Аху + げ (5)Az2 ++ + f(6,)A r, 
A= max |Д) , 若 当 1 一 0 时 ,上 述 和 式 的 极限 存在 ,极限 值 不 依赖 对 [a ,5] 的 取 法 ， 


也 不 依赖 £, 的 取 法 ， 则 称 函 数 f(z ) 在 区 间 [a ,5] 上 可 积 (integrable) ,并 称 这 个 极限 值 为 
函数 f(x) 在 区 间 [a ,5] 上 的 定 积分 (definite integral) , 记 作 


[feddz = am (8)Az, (3-14) 
其 中 函数 Ос) ШВА Я, f(z)dz 叫做 被 积 表达 式 ,z 叫 积分 变量 ,a ,6 分 别 叫做 积 
分 的 下限 (lower limit) 和 上 限 (upper limit) ,区 间 [a ,5] 叫 做 积分 区 间 ,并 把 az 读 


ERAS A a 到 5 的 定 积分 。 
根据 定 积分 定义 , 曲 边 梯形 面积 


A = aD SEA z, = as 
变速 直线 运动 的 路 各 
© = а>) lA = | To の ) de 
关于 定 积分 定义 ,有 几 点 注 明 : | 
(1) 定 积分 7(z)dz 是 一 个 和 式 的 极限 ,是 唯一 的 一 个 数 , 它 只 与 被 积 函数 和 积分 
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上 、 下 限 有 关 , 与 积分 变量 无 关 。 即 
[Rada = og = rod 
(2) 为 了 定 积分 定义 的 完整 性 ,规定 : 
[raya =0, | fdr =- | fdr 
(3) 可 积 性 :被 积 函数 在 积分 区 间 有 界 是 可 积 的 必要 条 件 ,否则 车 无 界 , 取 一 点 6, Ч 
ifla) = + oo 时 ,显然 和 式 2) 7(6)Ar 成 为 无 限 大 ,积分 就 不 存在 了 。 而 有 限 区 间 上 


的 连续 函数 定 积分 一 定 存在 。 连 续 函 数 是 定 积分 存在 的 充分 条 件 ,而 实际 生活 中 ,大 多数 
都 是 连续 函数 ,可 积 性 是 无 问题 的 。 关 于 有 限 区 间 上 具有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 也 是 
可 积 的 ,这 里 就 不 深入 讨论 了 。 

(4) 定 积分 的 几何 意义 


当 /(z)>0 时 ,| (dz 表示 由 y= f(z),z=a,z=6 及 zx 轴 转 成 曲 边 梯形 的 而 
积 。 

当 f(z)<0 时 ,| (<)dz 是 一 个 负数 ,其 绝对 信 等 于 y= f(z),z=a,z=6 及 zx 
轴 转 成 的 曲 边 梯形 的 面积 。 

在 一 般 情况 下 , 定 积分 | 了 (zx)dz 的 几何 意义 为 ; 它 是 介 于 工 轴 ,函数 7(z) 曲 线 及 直 
线 z=a,z= b 之 间 的 各 部 分 面积 的 代数 和 。 
3.3.2 定 积分 的 性 质 


根据 定 积分 的 定义 、 极 限 运 算法 则 及 连续 函数 性 质 可 得 定 积分 如 下 的 一 些 性 质 ， 
性 质 1 ARR f(z),f2(z) 在 区 间 [La,65j]j 上 可 积 , 则 А (х) + f(z) 在 [a,5] 上 也 
可 积 , 且 


ze まな) = [foda (os (3-15) 
iz: PAG) な で )Jas 
= lm fC) まな (<)1Az 
= im Ý СА + hm СОА, 


= | f(z)dz + od 
性 质 2 ARAR f(z) 在 [a,51 上 可 积 , 则 cr(z) 在 [a ,5] 上 也 可 积 , 且 

[Adz = | fdr (3-16) 
证 法 与 性 质 1 相同 , 略 。 


性 质 3 若 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 且 a<c<b 则 
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[Fdz = [fdr + [Foe (3-17) 


证 : 因为 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 所 以 不 论 把 [a ,5] 怎 样 分 ,积分 和 的 极限 总 是 存在 
的 ,因此 在 分 区 间 [a ,5] 时 ,总 可 命名 с 点 为 一 分 点 ,那么 f(z ) 在 [a ,5] 上 的 积分 和 等 于 
[a,c] 上 的 积分 和 [c ,65] 上 的 积分 , 即 


е) = DAE Ar + Az 
上 式 两 端 同时 取 极限 (1~>0) ,得 
| rear = [Kede + | dz 
注 可 以 证 明 如 果 с 在 [a,5] 之 外 , 且 f(x) 在 [a,c] 上 定 积分 存在 ,此 性 质 也 成 立 ， 
即 仍 有 | f(z)dz = | f(z)dz + | f(z)az,c 在 [a,6] 内 见 图 3-5,c 在 [a,6] 外 见 图 3-6。 





图 2-5 3-6 


性 质 4 若 f(z) 和 g(x) 在 [a,5] 上 都 可 积 ,并 有 f(x) 过 g(x) 则 
[сае < | g(r)de 
Ш: 因为 f(z) 三 g(x) xzEla,b] 故 f(&) 三 g(t&), 又 因 Ax; 之 0, 从 而 f(&) 
Ar,<g(&)Ax, (i=1,2,…,n) 便 有 
DAA < 2;g(6)Ax, 
当 A0 时 ,对 上 面 不 等 式 两 边 取 极 限 ,由 极限 的 性 质 可 得 
[Fdz < | za 
[推论 1] 设 m, M 分 别 为 FCz) 在 [a ,5] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 , 则 
m(b-a)< | f(z)dz < MG - a) 


性 质 5 〈 积 分 中 值 定理 ) 若 f(z ) 在 区 间 [a ,6] 上 连续 , 则 在 [a ,8] 上 至 少 存在 一 点 
を , 使 
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dz = Fe G = a) (3-18) 


Ж: 由 f(x) 在 [a,65] 上 连续 可 知 /(z) 在 y 
[a ,5] 上 一 定 能 取 到 最 小 值 т 和 最 大 值 M ,再 由 
本 章 推 论 1, 可 知 
т< 1 | убак м 


sha Bi x t t Sm ki ИЕ ЕГ 
[a DLEE s, Ë 
の = ニッ ーー [fede (< を その 
这 个 性 质 的 包 休 意义 是 ,如 时 у +)>0.3688 
曲线 у= F(z)、z 轴 与 直线 x =a、x=65 所 围 成 的 图 3-7 
曲 边 梯形 的 面积 等 于 以 [a,b] 上 某 一 点 E 的 函数 值 /() 为 高 ,以 ia,6] 的 长 为 宽 的 逢 形 
面积 ( 见 图 3.7)。/() 称 为 函数 f(z) 在 [a ,5] 上 的 平均 值 。 


Ks) 











3.4 定 积分 的 计算 


按 定义 分 割 、 近 似 、 作 和 、 取 极限 计算 定 积分 ,显然 很 麻烦 ,有 时 又 很 困难 。 我 们 已 经 
学 过 不 定 积 分 ,如 果 我 们 能 用 不 定 积分 求 原 削 数 的 运算 来 计算 定 积分 ,那么 计算 定 积分 的 
问题 就 显得 简单 多 了 。 和 牛顿 (Newton) 和 菜 布 尼 茨 (Leibniz) 的 微 积分 基本 定理 就 是 解决 
这 个 问题 的 。 随 着 定 积分 的 引信 ,又 有 一 系列 的 积分 法 。 


3.4.1 微 积分 基本 定理 
为 了 得 到 微 积分 基本 定理 , 先 研究 积分 上 限 函 数 的 导数 。 
一 、 积 分 上 限 函 数 的 导数 
设 函 数 /(z) 在 [a,5] 上 连续 ,z 是 [ab] 上 任意 一 点 ,显然 F(z) 在 [asz] 上 可 积 , 即 
f(a)q 存在 。 当 上 限 < 在 区 间 [a ,6] 上 变动 时 ,对 于 每 一 个 到 定 的 x 值 , 定 积分 有 一 
个 对 应 值 ,因此 上 述 积分 是 z 的 一 个 函数 , 记 为 B(x)。 
Ф(х)= [Foa (a < z < b) 


这 个 函数 称 为 积分 上 跟 函 数 (又 称 可 变 上 限 积分 )。 
积分 上 限 函 数 表 示 的 是 图 3-8 中 阴影 部 分 的 面积 , 它 有 如 下 良好 性 质 。 


【定理 3】 БШШ f(z) 在 区 间 [a ,6] 上 连续 , 则 の (z) = | f(z)dz 在 区 间 [a,6] 上 
可 导 , 且 有 
Dr) = [ad= f(z) (a< z< b) 


注 : 给 工 以 改变 量 Ar, MAR 更 (z) 的 相应 改变 量 为 
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АФ(х)=Ф(х+Ах)-Ф(хт) 
х+Ах х 
= | の dz -| rood 
a z+Ar 
= [far +Í (の dz 
工 十 Arx 
= | (の dz 
由 积分 中 值 定 理 
АФ(х)= fd = /(&)Ах 
(z < £ < x + Az) 
图 3-8 从 而 有 ЗФ рв), н Ух) 
lg b] LE, XA Ax 一 0 В, ё, B 
lim) = lny (6) = f(x), Ф (х) = f(z) 


由 此 可 见 ,尽管 定 积分 与 不 定 积分 的 概念 是 完全 不 同 的 ,但 是 二 者 之 间 存 在 着 密切 的 
联系 ,这 种 联系 使 微 积分 学 形成 一 体 。 同 时 定理 3 还 指出 了 区 间 上 的 连续 函数 f(x ) 一 定 


存在 原 函数 ,而 积分 上 限 函 数 8(z) = | (dr 就 是 7 ) 的 一 个 原 函 数 。 定 理 3 还 给 出 
了 求 积分 上 限 函 数 的 导数 方法 。 
例 29 设 @(z)= 『 sin?tdi , 求 Ф), 





ҮЗ -3 





Ж: ооа Pasar = as, ФО )= (5 


例 30 D= | fde Ф). 
解 : 设 2z= u ,根据 复合 函数 求 导 法 则 
= | Fa = に 17 の d の 4・2< 
ニー ザ (&)・2 ェ =ー2x が (2 ヶ ) 


„2 
| sin(1 + zt2)dt 
例 31 Ж lm イマ ーー А 


т? 





解 : 当 z-*0 时 ,| sin(1+ 22)dz >0 ВОЗЕ CARER, 8980350598 








sn +{?)дї _ „Ча + だ )dz) 。 
к+=0 х? ШУ: (х2), 
= О 6) 20 -sinl 
テー0 2x 
二 、 微 积分 基本 定理 


微 积分 基本 定理 也 可 叫做 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 (Newton - Leibniz) 公 式 , 它 是 用 求 原 函 数 
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的 方法 计算 定 积分 的 数值 。 
【定理 4】 车 f(z) 在 区 间 [a ,65] 上 连接 ,并 且 F(z) 是 [a ,56] 上 的 一 个 原 函 数 , 则 


(の dz = FO) - Fla) (3-19) 





证 ， 已 知 F(z) 是 A(z) 的 一 个 原 函数 ,由 定理 2 知 @(z) = | Ade 也 是 /(z) 的 
一 个 原 函 数 。 由 于 同一 函数 的 任何 两 个 原 函 数 之 间 只 能 相差 一 个 常数 ,所 以 
[roar = F(x)+C 
今 ェ =g, 有 


Е(а) + C= | Food = 0 


所 以 C= - F(a) ERER sa = F(z)- Fla) 

再 令 工 二 5, 则 有 

| の ds = FO) = Fla) 
为 了 书写 简便 ,上 述 公式 常 写 成 
[Car = ЕО) ~ Fla) = Р(х) = FD 

计算 定 积分 时 , 先 求 被 积 函 数 的 一 个 原 函数 ,然后 求 这 个 原 函 数 在 区 间 [a ,6] 上 端点 
函数 值 之 差 F(b)- F(a)。 

例 32 求 | zzdz ° 

0 
1 
解 : | dz = [+ = t . 13 -4 ‘03 = 4 


例 33 求 | G: + sin て )dz 。 


解 : | эг + sinz )dz = 3f? zdz + | :sinzdz 


= [z] + [ ーcosr は ニダ 1 


3.4.2 定 息 分 的 換 元 息 分 法 


询 牛 顿 一 莱 布 尼 区 公式， 定 积分 的 求 值 问题 可 以 转化 为 不 定 积分 的 问题 。 有 时 运算 
过 程 元 长 复杂 。 如 果 直 接 采 用 定 积分 换 元 法 ， 比 较 简 便 ， 下 面 我 们 讨论 定 积分 换 元 
法 。 

【定理 5】 KAR f(x) 在 区 间 [a ,5] 上 连续 ;函数 z= p(z) 在 区 间 [a,B8] 上 单调 且 
有 连续 的 导数 2 (1)。 当 1 在 区 间 [a ,8] 上 变化 时 ,z = g(t) 的 值 在 区 间 [a ,5] 上 变化 ， 
HA ege(a)=a,g@(0)= b, 

ШШ 
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Iaz = [Fep at (3-20) 
证 :由 于 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , F(z) 的 原 函 数 存在 。 设 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原本 
数 , 则 有 | /(z)dz = FO) - Fla) ,由 于 gp (1) 连 续 ,f(g(1))p (1) 在 [a,B] 上 连续 ,从 


而 有 FPDEP (1) 的 原 函 数 存 在 ,由 于 下 (x) 是 f(x) 的 原 函 数 ,那么 ,F (q(t1)) 也 是 
f(g(t))"g'(z) 的 一 个 原 函 数 ,由 定理 4 有 


の De の = FE = Flet] ~ ЕГе(а)] 
=F(b)- F(a) 
b g 
所 以 dr = [eng dr 


例 34 计算 | а zidz (a >0) 
解 : 设 z=asint, 则 dr=acostdt, 且 当 x=0 时 ,t=0; 当 z=a it, t= 3 
于 是 
а x 2 x 
| V а? – と 2dz = а?| оед = a + cos2t)dt 
0 0 0 


换 元 公式 也 可 以 反 过 来 使 用 ,为 使 用 方便 起 见 , 把 换 元 公式 中 左右 两 边 对 调 位 置 , 同 
时 把 г 改 记 为 z, 得 


fe (dz = [соаг 
这 样 ,我 们 可 用 1 = p(x) 来 引信 质变 量 1, 而 a= pla), = e(b) 
例 35 计算 | J cos zsinz de о 


Ж: 设 上 =cosz, 则 di= – ѕіпғах, НЧ х =0 8,1=1; 4 z= hh = 0 
于 是 


x 





2 5 [sa Гат 1 
ІК Zzsinzdz = Е dt = を | = 6 
例 36 计算 | 2t? jr 
0 ツ 2z+1 
2 _ 
解 : #/2х+1=г,Д =£ dr=rdt, HM z=0B = 1: z=4Br=3 
2 
于 是 デー1 > 
2+2. _f 2 IG _ 1[ ど з _ 22 
| Z aÍ = | 7 tdt ニラ | G +3)dt = +|5 +3⁄] = 5 


必须 指出 ,在 用 上 = Y(z) 进 行 换 元 时 ,如 果 不 注意 反 函 数 x = B 1(1) 为 单 值 的 条 件 ， 
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就 可 能 会 发 生 错误 。 例 如 积分 


但 用 代 换 x?=1: ,得 zidzr = tdt, a =1,8=4 
2 1 f4 3 
ИТЕ 
错误 的 原因 是 由 于 当 x 在 区 间 [ -1,2] 上 变动 时 ,函数 1 = x? 的 反 函数 x = 土 Yt 不 是 单 
值 。 在 [ - 1,21 上 不 满足 定理 5 的 单调 性 。 
例 37 证 明 奇 偶 函 数 的 性 质 : 


若 f(z) 是 [~a,a] 上 连续 的 偶 函 数 , 则 | rz)az = 2) а); # f(x) 是 
[- ae] 上 连续 的 奇 函数 , 则 | fedr = 0. 
a 0 a 
E: 出 定 积分 的 性 质 | /(*)dz = | Ade + [Оа 
0 今 テ = ニーr (0 0 
75 И の d(- z) = Гк /)dz 
= w t)dt = Fe x)dz 


又 因为 








所 以 | fz)dz = | Kedr + | flr)dz = Fr- z)dz + | f(z)dr 


= [A z) + f(a) ldz 

当 f(z) 为 偶 函 数 时 ,了 (一 z)= f(z) | f(z)dz = 2 f(z)dz ; 当 Ск) 88 
函数 时 ,/( 一 z)= 一 f(z),| fede =0。 

该 例 可 以 简化 计算 奇 . 偶 函数 在 对 称 于 原点 的 区 间 上 的 定 积分 。 
3.4.3 定 积分 的 分 部 积分 法 


设 函 数 上 =x(z) 及 =w(z) 在 区 间 [a ,5] 上 有 连续 的 导数 ,由 微分 法 则 ,有 а(ио) 
= udv + vdu , (иш) dx= иш dz + ou dz 所 以 xdo=d(xo)- оди, ЗХ НХ ЕН 
а 到 的 定 积分 ,有 


b b b b 
Гаа = | (ио) ах -| vu dz = [ио] ~ | vu dz (3-21) 
(3-21) 式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 。 该 式 又 常常 简写 成 
fudo = [uv Ë -| sa (3-21)’ 


1 
例 38 求 | Ze “ах 
0 
解 : 令 u=z,dv=e "dzr, 则 du=dr,v=-e * 


故 
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1 1 r 
| ze*dr = z(— e?)| + | е хат 
0 0 +0 





例 39 求 | Ine | dz 。 


e 


解 : 在 [二 ,1 上 Inz<0, 故 linz|1= - mmz, 在 [le] 上 Inz>>0, 故 llInz1=Inz, 从 而 
有 
e 1 e 
f | Ing | dz = КЕ lInx )dz + [болаш 


е е 


用 分 部 积分 法 计算 上 式 右 端 两 个 积分 ,有 


1 1 ! 
[C маа =— zinz + | zd Iz 


1 
e 





1 
=0+ ニー 上 ローエ = そえ 
Kau 155.00) 1 
е 


1+2 
е е 








е е 
| dz = е-(е—1) = 1 


[ш dz = жағ 


所 以 атас =2-2 
1 e 
1 
例 40 求 | ezdz。 
0 


解 : 令 1=Vzr, 则 dr =2,zdi， 
当 x=0 时 ,t 一 0;x =1 时， 
t= 二 1。 因此 


1 1 1 
| evzdz = | e .21dt = 2f tde = 2re 
0 0 Ü 





1 1 
-2|edr=2e-2e+2 = 2 
0 0 


3.4.4 定 积分 的 近似 计算 


到 目前 为 止 ,我 们 计算 定 积分 时 都 是 使 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 。 但 在 实际 应 用 中 常 
常 遇见 被 积 函数 不 能 用 解析 式 子 表示 ,医学 上 往往 用 实验 测 得 的 图 形 或 数字 给 出 ,有些 被 


积 函 数 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表示 ,如 [e-”dzx。 所 以 ,我 们 就 需要 考 虞 定 积分 的 近似 
计算 问题 。 

—. EJE 

ДЕ (rectanglar method)) 就 是 用 小 矩形 的 面积 近似 代替 小 曲 边 梯形 面积 具体 做 
法 和 公式 如 下 

若 要 求 定 积分 | 7(z)dz 的 近似 值 ,把 [a ,分 为 ”个 相等 的 小 区 间 , 设 其 分 点 为 
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amr <<< Sr < r =b RADEN REN Ас = US 画数 在 各 分 点 


的 函数 值 为 Уо: YL Уно 
如 果 用 小 矩形 的 面积 近似 代替 小 曲 边 梯形 面积 ,累加 求 小 矩形 面积 的 和 , 便 有 近似 公 





= 
[od А ууАл + уүАл + + TIAz 
= ygt уже + уң) (3-22) 
或 [саг Аш iA + yAr + + y Az 
ーー キー イッ) (3-23) 
公式 (3-22)、(3-23) 分 别 被 称 为 左 矩 形 公 式 , 右 矩形 公式 。 


二 、 梯 形 法 


梯形 法 (trapezoied method) 就 是 用 小 梯形 的 面积 近似 代替 小 曲 边 梯形 的 面积 ,其 近似 
公式 如 下 : 
КЕЕ == っ (Go + y1)Ax + (у + 和)Az +… + (у + yn )Ax 
_ р-а Yo + Yn 
— n ( 2 
式 (3-24) 被 称 为 梯形 法 公式 。 
= 3 25 zk 


不 难看 出 ,梯形 法 所 得 的 近似 计算 结果 要 比 矩 形 法 更 精确 ,但 它们 都 是 小 区 间 上 直线 
段 近似 代 蔡 相应 的 曲线 段 。 为 了 减 小 误差 ,提高 精确 度 ,可 以 考虑 在 小 区 间 上 用 二 次 函数 
(HHR), у= pz*+9x+r 弯曲 的 曲线 近似 地 代替 原来 的 被 积 函 数 局 部 曲线 ,用 这 样 一 
系列 抛物 线 弧 形 成 的 曲 边 梯形 面积 来 近似 代替 曲线 y= f(z) 的 弧 形 成 的 曲 边 梯形 面积 ， 
这 就 是 所 谓 的 “抛物 线 法 。 
公式 的 具体 推导 略 ,只 给 出 如 下 (辛普森 )(Simposon) 公 式 ; 
| f(z)ar ~ e= + yn) + 2(у; + ya + + ya) + 40у + y3t+ + ター ュ ) 1 


(3-25) 


+ уру ++ у, |) (3-24) 





其 中 ”为 偶数 。 
例 41 利用 梯形 法 计算 | < で dz 的 近似 值 。 


解 取 n =10, 即 将 区 间 [0,1]10 等 分 , 设 分 点 0= ol Tg L9, Лур = 1 根据 被 
积 函 数 及 指数 函数 表 , 列 表 如 下 
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3 4 5 6 7 8 9 


i 0 1 2 
1 





0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 


ж 1.0000 0.99005 0.96079 0.91393 0.85214 0.71788 0.69768 0.61263 0.52729 0.44486 0. 36788 


1 — 
[еа ~ LPa + 0.36788) + 0.99005 + 0.96079 + 0.91393 
+ 0.85214 + 0.77880 + 0.69768 + 0.61263 + 0.52729 + 0.44486] = 0.746261 


例 42 AHATEA REHAR |" ŠZ 的 近似 人 


解 : 由 定 积分 和 自然 对 数 表 , 可 得 
dE _ [ [nz ] = 102 = 0.6931 


1 £ 


现在 分 别 用 梯形 法 和 抛物 线 法 计算 其 近似 值 
取 n=10, 将 区 间 [1,2] 分 成 10 等 分 , 设 分 点 为 


1= £o, 21,22," £9, X10=2 


ХНЛ UPS IB yos yi» yo, yuo 
其 中 ーー =0,1.2…,10) 
列表 表示 如 下 : 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 
1 12 13 14 15 1.6 17 
0.8333 0.7692 0.7143 0.6667 0.6250 0.5882 0.5556 0.5263 0.5000 


8 9 10 
1.8 1.9 2 








Ti 1 
y: 1.0000 0.9091 


2 ー + 
dr b ASUTE у + yt + ypo) 











1 Ж 
_ 1,1+2 
= 10 2 +0.9091 + 0.8333 + 0.7692 + 0.7143 + 0.6667 
+0.6250 + 0.5882 + 0.5556 + 0.5263) 
=0.76877 
用 抛物 线 法 公式 , 则 得 
“dz ひみ ー 
| P: ~ 3。 [Cyo + y,) + 2(32 + ул + yet ув) +4(у + уз + yst уз + уу) ] 
=# +2) +2(0.8333 +0. 7143+ 0.6250 + 0.5556) +4(0.9091 


+ 0.7692 + 0.6667 + 0.5882 + 0.5263) ]=z0.74315 


与 In2 = 0.6931 相差 不 多 。 
不 难看 出 WARE Io ТАЗ НОЛА ЖЕЙ» ТЕЗЕК ГЕЙ Н, — А ЖЛЕ HH 
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3.4.5 定 积 分 的 应 用 


一 、 微 元 法 


在 应 用 定 积分 解决 实际 问题 时 ,关键 是 将 实际 问题 归结 为 定 积分 。 定 积分 的 定义 导 
出 有 四 步 , 先 将 [a , 4] 分 成 ヵ 人 小区 回 , 然 后 在 毎 人 小区 同上 作 近 似 状 代 A4; (е) 


Ах; ,再 求 积分 和 》) /()Ax; ,最 后 取 极 限 lm) /(&)Az; 抽象 为 定 积分 | 7(z)dz 。 


车 细致 分 析 一 下 ,具体 问题 只 要 抓 住 如 下 两 步 便 可 : 

(1) 在 区 间 [a ,5] 上 任 取 一 点 >, 在 区 同 [z,z + dre ИЕС dA = f(x)dx 

(2) 对 [a ,65] 上 每 一 点 x 的 微 元 无 限 累 加 , 即 

[ал = [Adz 

这 就 是 微 元 法 。 

下 面 通过 例题 说 明 怎样 用 微 元 法 将 实际 问题 化 成 定 积分 。 

例 43 计算 在 区 间 [a,b] 上 的 连续 曲线 y= (х), х, 直线 z = a Уух = b 所 围 成 
的 曲 边 梯形 面积 。 

E: (1) 在 区 间 [a,5] 上 任 取 一 点 zx, 在 x 上 作 面 积 微 元 dA = A(z)dz( 和 矩形 面积 = 
高 Xx 宽 ), 见 图 3-9。 

(2) 再 将 每 一 点 x 的 面积 微 元 4A 从 a 到 2 无 
限 连续 累加 起 来 , 即 作 a 到 的 定 积分 , 便 有 


A= | aa - | f(z)dz 


例 44 已 知 物体 直线 运动 的 速度 是 v(z), 计 
算 从 时 刻 a 到 时 刻 2 物体 运动 的 路 程 。 

解 : (1) 在 [a,5] 上 任 取 一 时 刻 :, 则 时 刻 ; 到 
t + dz 时 间 内 物体 运动 的 路 程 微 元 

ds ニッ (の dz (路 程 = 速度 xx 时间 ) 

(2) 所 求 路 程 是 各 微 元 ds 从 a 到 8 的 无 限 累加 
求 和 ,也 就 是 微 元 ds 从 a 到 2 的 定 积分 图 3-9 


s= | = [oar 





二 \ 平 面 图 形 的 面积 


图 成 平面 图 形 的 曲线 可 以 用 不 同形 式 表 示 , 以 
下 分 两 积 情况 讨论 : 

1. 直角 坐标 系 的 情况 

由 定 积 分 的 几何 意义 , 求 由 曲线 y= f(z),z 轴 及 二 直线 xz =a,x =5， 围 成 的 平面 图 
形 面积 , АЕ 3- 10(a)。 显 然 , 在 [a,c] 上 有 f(z)>0, dz 为 正 的 ,在 [c,5] 上 ， 
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JO, | f(z)dz ЖА, FIR ERM СЕВ, AEL, bl ERRARE 


被 积 函 数 加 上 绝对 值 , 即 ]】 | f(x) 1 az, 这 样 求 出 来 的 结果 与 习惯 上 面积 为 正 值 是 一 致 
的 。 将 把 [a,b] 上 求 曲 线 所 围 成 的 平面 图 形 面积 A 统一 起 来 , 故 
A= | 1 FC) 1 da 





(a) (b) 


图 3-10 
同 理 [ 见 图 3-10(b)], 如 果 图 形 是 由 [a ,6] 上 两 条 连续 曲线 y= flr) у= gl) ik 
此 可 能 相交 ) 及 二 直线 z=a 与 z=6 所 围 成 ,其 面积 A 是 
A=| 1 f(z) - g(x) | dz 


例 45 求 由 两 条 曲线 ysr Ej х= y 围 成 
的 平面 图 形 面积 。 

解 : 两 条 曲线 的 交点 是 (0,0) 上 (1,1), 见 图 
3-11, 故 此 面积 A 为 

3 1 l 1 

A= [z-a )dz = [322-3522] = 3 

例 46 求 抛物 线 多 =2z 及 直线 y= 工 -4 
”所 围 成 图 形 的 面积 。 
图 3-11 ж. Ж 7 =21 
у= х2 -4 
将 xz 当 作 变量 ,S= Si+ Sz, 其 中 S1= | Сул = yade, Sa = | (yw эз) ‚Ж 


5 =S+5= | I - (= VI) dz + | [Va - (æ -4)] de 





得 交点 (2, 2),(8,4) 





2 8 
三 fav 2 之 dz ‚|+ 2x — z + 4)dz = 18 


若 将 y 作为 积分 变量 , 即 曲 线 由 > =, z=y+4 表 示 , 这 时 所 求 面积 的 积分 公式 


可 用 微 元 法 得 到 。 在 | -2,4] 上 任 取 一 点 y, 作 面积 微 元 
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ЧА = f(y)dy=[(y+4) - ldy 


2 
故 A= | дА = [о +4 - 5 dy = 4y? + 4y ~ Eyt, = 18 
2. ЗАТЕ: АДЕ Н se hk y EE 
テテ (の ) a<0 委 8 
给 出 ,其 中 x(9) 在 [a,B] 上 连续 , 求 曲线 = (9) 及 二 射线 96=a,9= 8 围 成 图 形 的 面积 
у 





[ 3-12 
(图 3-13) ”应 用 微 元 法 :在 [a,B8] 上 任 取 一 个 9， 
在 [9,9+d9] 上 作 微 元 dA 由 扇形 面积 公式 ,可 知 所 
作 的 面积 微 元 
d4 = 十 r2db 
再 将 面积 微 元 dA 从 a 3] 5 无 限 连续 累加 一 一 做 积 
分 , 便 得 此 区 域 的 面积 


A= [aa = 3] し の Tde 


例 47 推导 圆 的 面积 公式 。 
Ж: 圆 的 极 坐标 方程 为 >= 民 (CR 为 圆 的 半径 ) 


1 
2 





图 3-13 


1 "ооа 
4= す | Ridg = 


2 
R20 "x xR? 
0 


三 、 旋 转 体 的 体积 


旋转 体 可 以 看 成 由 一 个 平面 图 形 绕 某 一 轴 旋 转 一 周 而 成 的 体积 , 叫 旋 转 体 (volumes 
of revolution) 。 例 如 年 形 绕 它 一 条 直角 边 旋 转 一 周 便 得 到 圆柱 体 , 直角 三 角形 绕 它 的 一 
条 直角 边 旋转 便 得 圆锥 体 等 等 。 

如 何 求 曲线 y= F(z) (ae 委 z 委 0) 与 +=a, = 及 x 轴 轩 成 的 平面 图 形 绕 x 轴 旋 
转 一 周 而 成 的 旋转 体 的 体积 (图 3-14)。 
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图 3-14 
Æl a , ヵ ] 肉 任 取 一 点 х ,在 [z,z+dz] 作 体积 微 元 ,由 圆柱 体 体积 公式 可 得 
do =xy2dz =xf2(z)d= 
对 微 元 do Ма 到 5 作 无 限 连续 累加 ,得 绕 z 轴 旋 转 一 周 的 体积 


b b 
v,= | dy = x| f(x)dx 
注 : 类 似 将 曲线 zx = f (y) (с у<4)®5@ у 轴 旋 转产 生 的 体积 为 
vy== | dy =x “эч 





图 3-15 
例 48 ЖШТ; +25 = 1 的 上 半 部 与 z MERDAN S = 轴 放 转 成 的 体积 。 
解 : 椭 贺 上 半 部 的 方程 为 y= と ソ g?ーz?, 見 団 3-15。 由 旋转 体 的 体积 公式 
V. = [Ë Ма? _ x? Fdz 





例 49 求 由 抛物 线 y= z2 及 直线 =2,z 轴 所 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 成 的 体积 。 
解 : 设 所 求 体积 为 V, 见 图 3-16。V= 圆柱 体 体 积 - (у= z? 绕 > 轴 旋 转 成 的 体积 ) 





图 3-16 
4 
V =т2-4-х| (yay 


= 16 «[27) = 8r 


4 
0 

四 、 平 面 曲 线 弧 长 

设 y= f(x) 在 [a,51 上 有 连续 导数 F(z), 求 曲线 在 [a ,5] 上 的 弧 长 (Е 3-17) 

用 徴 元 法 , 在 [z,5] 上 任 取 小 区 同 [>、 ェ + dx], 相应 
ИДЕТ ЕНДАРЮ, 4 作 切 线 AC, 则 BC = dy, Ë 
dz 很 小 , 则 АСЉАР, Ti AC=V da) (Ду? ЕТИ 

d? = AD 
a (dz)? + (ау)? 
从 而 得 到 弧 长 / 的 微 元 7 = /1+ Су Pdr, ИМ 
7 = | /1 + (y )2dz (3-26) 


例 50 证 明 半 径 为 a 的 图 的 周 长 为 2ax。 
解 : 设 半径 a 的 圆 的 方程 为 xz?+ ya, M 


y= м a= a, y = (a-a?) 3(—2z) 


уБ х? | а 
1=4| /1+ dz 4 7222269 


ЕСТЕ 
а |0 


2 
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\、 变 力 做 功 


我 们 知道 一 个 常 力 F( 力 的 方向 ,大 小 都 不 变 ) 将 物体 沿 力 的 方向 从 点 a 推 到 点 ヵ , 所 
做 的 功 W = F(b- а). 

现在 求 变 力 F(x)( 方 向 不 变 ) 将 物体 沿 力 的 方向 从 点 a 移 到 点 ヵ 所 做 的 功 W ,如 图 
3-18。 


Р(х) 在 [La ,6] 内 任 取 一 点 工 , 得 功 的 微 元 
2— dW = F(xr)dxr 
9 z s+d b b 
W= J F(x)dz 
A 3-18 “ 


例 S1 设 一 圆柱 形 的 贮 水 池 高 为 $ 米 ,底面 半径 为 3 米 (图 3-19) ,池内 装 满 了 水 , 试 
问 把 池内 的 水 全 部 抽出 需 做 功 多 人 少 ? 

解 : 在 [0,5] 内 任 取 一 点 х, ЛЧ, х 
+ dz]j] 看 成 很 注 的 水 层 , 这 层 水 的 重量 为 1000. gr 
3dz( 水 的 密度 为 1000 千克 / 米 ”), 把 这 层 水 抽出 
池 外 需 做 功 近 似 为 ”dW = 9000grdxz ,于 是 所 求 的 
功 为 


w = | 9000gxzdz = 9000 x 9.8r x 25 

~ 3463604.2 (焦耳 ) 

六 .连续 函数 的 平均 值 
根据 定 积分 中 值 定理 知 , 若 函数 y= 人 (z) 在 団 
Ба БВ М у = | /(z)dx 。 即 函数 f(x) 在 [a,6] 上 的 平均 值 等 于 函数 


f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 值 除 以 闭 区 间 [a b JKE b-a 
例 52 已 知 某 化 学 反应 的 速度 为 v= ake“, 其 中 a,k 为 常数 , 求 时 间 区 间 [0, z] 
内 的 平均 速度 。 


解 : o= L [ае = $ (1 - етй) 
#0 Јо ti 

最 后 运用 微 元 法 求 医学 中 的 脉 管 稳定 流 中 的 血 流 量 。 

例 53 假定 长 为 工 ,半径 为 R 的 一 段 血管 , 左 端 为 相对 动脉 管 ,其 血压 为 ру, 
相对 更 脉 管 ,血压 为 ヵ 。, 且 pi > p. [| BLS 3-20(a)]。 车 血管 某 截面 上 某 一 点 与 血管 中 心 


距离 为 ,其 流速 olr) = Р R- r ,其 中 7 为 血液 烙 洲 系数 , 求 单位 时 间 内 ,通过 
该 截面 的 血 流量 Q。 

解 : 将 半径 为 R 的 截面 加 上 , 求 出 通过 截面 的 某 个 贺 环 的 血 流量 AQ 的 近似 值 。 
在 [0,R1 上 任 取 一 点 r, 在 [r,r+Ar] 上 圆 环 面积 近似 值 为 2rrAr[ 见 图 3-20(b) ] 所 以 在 
单位 时 间 内 ,区 间 上 的 血 流量 微 元 是 








Ql 
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(a) (b) 
图 3-20 
dQ=v(r)2rrâr 
_ [Ку [8 _ [° bi Pzp _ 2 
Q= |, dQ = | vlr)2rrdr = 4н, (К — r2)2x=rdr 
_ я(рі Ро) [802 _ зуу. Pp) r, R IR 
= 27L | rr dr = 2 (к 2 ー | 
_ (の 一 ヵ 。) R4 
Е 811. 
3.5 广义 积分 


在 一 些 实际 问题 中 ,我 们 常 遇 到 积分 区 间 为 无 穷 区 间 ,或 者 被 积 函 数 为 无 界 函 数 的 积 
分 ,它们 已 经 不 属于 前 面 所 说 的 定 积分 了 。 如 求 直线 x=1 与 xz 轴 (1,+ 中 ) 和 函数 十 所 





图 成 的 面积 ;又 如 , 求 积分 |- 天 二 -dz 中 的 被 和 本数 有 iny 二 二 二 =。 内 此 ,我 们 对 


定 积分 作 如 下 两 种 推广 , 从 而 形成 “广义 积分 "的 概念 。 
3.5.1 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 
【定义 4】 设 函数 /(z) 在 区 间 [a ,+ co) 内 连续 ,b Ela, + m) 内 任 一 实数 ,车 极限 
п | (z); 存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 (x) 在 区 间 [a , + oo) 内 的 广义 积分 (improper 
integral) , 记 做 
| Ked: = Jim | (adds 


并 称 此 时 广义 积分 收 敏 (convergence) ,否则 ,车 ,lim 7(z)dz 不 存在 , 则 称 此 时 广义 积分 


Ж (divergence) o | 
同样 可 定义 在 区 间 (+ оо, Б) ЕНГ XES 


b b 
| as = limf f(x)dxr 
符号 | “f(z)dz 称 为 1(z) 在 区 间 ( оо, + co) 上 的 广义 积分 ,如 果 对 任意 实数 C, 广 义 


税 分 | Adr 与 | 7(z)dz 都 收 全, 则 称 广义 积分 | /(z)dz KARETE, A 


为 发 散 。 
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+оо 1 


例 54 计算 广义 积分 | Hadr. 
m [e -at 六 


-œ ] + z? -o 1 + z? о 1+ 22 


0 dz è dz 
mfi es im] 
er 1 + д^ erodo 1 + z2 


= lim [arctgz]?+ „Пт [arctgz]8 








=— lim arctgg + lim агсірё 
gー テ ー оо b— + oo 


ニー 1- 





图 3-21 
这 个 广义 积分 值 的 几何 意义 是 : 当 a>- оо, b + co 时 ,虽然 (图 3-22) 中 阴影 部 分 


向 左 ` 右 无 限 延 伸 , 但 面积 却 有 被 限 值 +。 简 单 地 说 , 它 是 位 对 曲线 y= T. 的 下方 ,x 
轴 上 方 的 图 形 面 积 。 








图 3-22 


+оо 
4 


例 55 讨论 广义 积分 | Hdr й. 
x 2 


+оо b b 

解 : | A ar = lim Í — jr = lim 2x2 

4 z b->+coJ 4 + b+ 4 
= lim (252 —4) = + oo 


b— + оо 


_ 1 
2 
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所 以 | За 是 发 散 的 。 
3.5.2 无 界 函 数 的 广义 积分 | 

【定义 5】 设 函 数 f(z) 在 (a,5] 上 连续 , 目 lim /(x)=%, 如 果 对 于 任意 6>0, 极 
限 im| 7(z)dz 存在 , 则 称 此 极限 值 为 西数 F(z) 在 [a ,5] 上 的 广义 积分 , 记 为 





[Fdz = im| dz 


并 称 此 时 广义 积分 收敛 ,否则 就 说 广义 积分 发 散 ( 图 3-23), 其 中 a ВАЧ, Ikea ral BR 
KBE I EHE, A AR Р(х) Еа, b) EE 
续 , 且 lim Р(х) = оо, ЕЖ s>>0, 则 定义 广义 积 


=b 






У = f(x) 
| f(z)az = lim| f(z)dz 


若 函数 f(x) 在 区 间 [a ,6] 内 除 z =< 外 连续 ， 
且 liny(zx)=%, 任 取 el >0,ez>0, 则 定义 广义 积 
分 


| fz)dz = [Fdz + ШӨ 
= lim [edr + limf f(x)dzr Ë] 3-23 


只 有 当 右边 两 个 极限 都 存在 时 ,广义 积分 | 7(z)dz 才 收敛 ,否则 称 广义 积分 | 7(z)dz 
RE 

















、 、 4 dz 
例 56 计算 广义 积分 | 于 一 (a > 0)。 
. dz — oo y 
解 : 因为 hm テー ラー ‚т=а 方 環 点 , 所 以 
a l E r: 1 
VE, ушта 
=lim[arc sin ®]й7* = lim arc sin 2—6 = Z 
є—=0 а є=0@ а 2 





N ` ` 1 ` 
ЖГ PULTE E FMR y=- F, 轴 之 上 ,直线 х-08 
х = a 之 间 的 图 形 的 面积 (图 3-24)。 
例 57 判别 | за дй. 
-1 T 
М. 被 积 函数 f(x) = -在 积分 区 间 [ - 1,1] 上 除 z =0 КЕЗЕ, Нш; = © ,并 
由 于 





0 1 0-e 1 . 1з _ 1 ,1 
| оз = limf | az = lil- ТЇ = рб = D =+ = 


1 
と て 
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图 3-24 


即 广义 积分 | ас 发 散 , 所 以 广义 积分 | Bdr 发 散 。 
注意 :如 果 朴 忽 于 =0 是 被 积 函数 的 瑕 点 (或 无 穷 间断 点 ) ,就 会 得 到 以 下 错误 结 
果 


б 


小 


本 章 主要 讨论 了 不 定 积分 , 定 积分 的 概念 性质 及 计算 。 关 于 不 定 积分 ,我 们 重点 介 
绍 了 第 一 换 元 法 (“ 姿 "微分 方法 ) .第 二 换 元 法 及 分 部 积分 法 ,它们 既是 本 章 的 重点 ,也 是 
难点 。 定 积分 的 计算 也 正 是 在 不 定 积分 的 运算 基础 上 提出 来 的 ,牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 揭 
示 了 这 一 内 在 联系 。 其 次 , 定 积分 作为 一 个 和 式 的 极限 .具有 广泛 的 应 用 价值 。 本 章 介绍 
的 “ 微 元 法 "给 出 了 用 定 积分 解决 实际 问题 的 一 般 方法 ,如 计算 平面 图 形 的 面积 ,旋转 体 的 
体积 等 等 。 

广义 积分 是 定 积分 的 推广 , 它 是 极限 和 定 积分 的 结合 。 广 义 积 分 在 统计 中 也 有 着 重 
要 的 应 用 。 


J Е 


1. 试 证 三 个 函数 y= 2Inz、y= 2In(az) 和 у= ln(z EAA 
2. 下 面 的 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 
(1) 若 F(z) 是 Р(х) Ур, Д ЕОс) F(z) 的 不 定 积分 。 


(2) 不 定 积分 | /(<)qz 是 F(z) 的 一 个 原 函 数 。 
DOF /(z ) 的 某 个 原 函数 为 常数 , 则 f(z)=0。 
(4) | dz 和 | az 是 不 同 的 不 定 积分 。 
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(5) 多 项 式 函 数 的 不 定 积分 一 定 是 多 项 式 函 数 。 


3. 求 下 列 不 定 积 4 
(1) fa ー 3z2)dz 


| ofz т 


(5) [тт + dr 
(7) [sin? Jdr 
(9) fa - l) Va zdr 


(11) | SZ jr 


cosx + sinr 





(13) | -一 于 一 dx 


COS TSIN ZX 


(15) fa + sinx + 六 cosr)dz 


4. 求 下 列 不 定 积分 。 
(1) [о 一 х)дах 





0 | зз 
(5) Газға 





(7) [сее + eda 
(9) | =a 
(п) | ағ 

(13) [ze dz 

as) | 一 az 


sin z V СОЗ 


の | 





dz 





1 
a9) | z _ D(z + 3) dr 


(21) |sin3z sinzdz 


(23) ks 


(25) Е ed 


2) | (2 + х?)ах 
W| Vz(z -3)dz 





(8)| соёт dz 


ez — 1 
aoj e +1 


TP 





dx 


f dT 
1 
(| ] 一 cos dz 


| dz 


(8)| (sinsz — sina )dz 
aofa? w 1 + zx3dx 

1 
De 
G4)| sinz 


соз? x 








ав)| & T Eider 


+ x 


1 
(18) I+ hi 一 了 dr 











1 
2f (+ 1(2+ 万 dz 
(22)|sintzdz 


C24) | ezdz 


(26) | (nz )2 · 工 dx 
工 






































(27) Е" 08)] 42 9529: 
1 
(29) | sret /1 一 ヶ < G0)| “一 27 +29 
2 
5. 求 下 列 不 定 积分 。 
72 
(1) | に プー zdz Q| =: 
_ 1 arc tg Y = 
DI луг な dr の 
1 1 
| н (6) | заз 
1 V z2— а? 
nD| (8) | dr 
(9) | со у sinzdz (10) | PE 
1 т? 
аз) | ar (м) | = a= 
6. 求 下 列 不 定 积分 。 
(1) | arctgzdz (2) | таса (n 关 一 1) 
(3) | / な lezdz (4) | edz 
(5) | In(z +Y 1+z?)dz (6) | zcoszdz 
⑦ | re dr (8) | sezqz 
(9) | sin (Inz)d> (10) | e” sinbrdz 
GD | y a2— ティ 7d テ (12) | (arcsinz)2dx 
(13) In зіл. (14) | zcos хах 
sin’ x 
7. 求 下 列 有 理 分 式 的 不 定 积分 。 
+1 3z+2 
| 1)3%® (2) =+ Dz 
Ga) | -a z (| rd 
| хіх 22+ 2 
| кус | Dee Tyas 


8. 求 下 列 不 定 积分 。 
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Df dz @| ту; zd7 


a а= 
Этне ONESTE 











ө [2 
X ツァ 2ー 1 
9. 放射 性 物质 的 分 解 速度 。 是 时 间 : 的 函数 。 = wv(z), 试 表示 放射 性 物体 由 时 间 T, 
到 T, 所 分 解 的 质量 m: 
(1) 用 和 式 表 示 其 近似 值 ; 
(2) 用 定义 表示 其 精确 值 。 


10. 用 定 积分 定义 计算 | zzdz。 
11. 利用 定 积分 的 几何 意义 ,说明 下 列 等 式 。 


(0 | 2zdz = 1 (2) | sinz = 0 (3) | ;eszaz = = 2| coszdz 
12. 根据 定 积 分 的 性 质 ,说明 下 列 积分 哪 一 个 较 大 。 
а) fedr жж f zdz 0) nzdz 还 是 | (nz)2dz 
13. 根据 定 积 分 的 性 质 , 估 计 下 列 各 积分 值 的 范围 。 
4 1 2 3 
(1) | (х2 + Ddr (2) | e“ dz (3) |! (1 + sin2z)dz 
р je | 5ш 


14. ЖЖ у= F sinzd# 当 z = 0% z = 7 时 的 导数 。 
15. 求 下 列 函 数 的 导数 。 








(1) Sea (2) | Мт +? 
デュ 1 - а? 1 
(3) N sin? #dz (4) | Ft 
16. 求 下 列 极限 。 
| “ arctgt dz | rd 
(1) lim — (2) lim = 
zr = 


=F t(t + sinz )dt 


17. RAR F(z) = [retar 的 极 值 。 
18. 计算 下 列 各 定 积 分 。 





9 д 
(| Vz + /2)dz о) та 
2. 3 4 
(3) | sinpcos gdo | 2046 


(5) | квга | ercoszdz 


07, 








(7) [me + Ddr | > ах 
4 











е x 

2 dz e ] +lnz 
o f Ton 010)| аа, 

2n 1 x 
anf | sinz | dz avf VET 
аз) | — az (14)| Va- dr 

ol+e 0 

2 d< “ 2 /一 5 2 
15 16)| > ー z“d 
Ya 


(1) F conkz siniz dz = 0 | cos kzcostz dr = 0 


(3) f sin Ёл siniz dz = 0 
20. 设 函 数 (с) МАНЫ T HERRAR, a 为 任意 实数 , 则 
[E Kadr = | f(z)dz 


(提示 ド rz)dz = | far + | faz + | садаа) 


21. 用 抵 形 法 或 梯形 法 计算 | e-” dz 的 近似 值 。 
22. 大 多 数 植物 的 生长 率 是 以 若干 天 为 周期 的 连续 函数 。 假 定 一 种 谷物 以 
g(1)=sin (rt) 

的 速率 生长 ,其 中 + 的 单位 是 天 。 求 在 前 10 天 内 谷物 生长 的 量 。 

23. 口服 药物 必须 先 被 吸收 进入 血液 循环 ,然后 才能 在 机 体 的 不 同 部 位 发 挥 作用 。 
一 种 上 败 型 的 吸收 率 函 数 具有 以 下 形式 : 

f(2)=R(t-6) 0<г<Ь, 

其 中 & 和 8 是 常数 。 求 药物 吸收 的 总 量 。 

24. 求 由 抛物 线 у= x? 一 4t+5,z 轴 及 直线 x 3,x=5 所 图 成 的 图 形 的 面积 。 

25. 求 抛物 线 y= - 22 +4: 一 3 及 其 在 (0, -3) 和 和 点 (3,0) 处 切线 所 围 成 的 图 形 的 面 
积 。 


26. 求 双 曲线 三 -与 = 1 53 у= b, z = 0 所 图 成 的 平面 图 形 绕 y 办 旋转 所 产生 的 施 


转 体 的 体积 。 

27. 求 由 抛物 线 y = 22.1 = у? 所 围 图 形 绕 x 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 。 

28. Жн 22+ (у – 5)2 =16 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 成 的 体积 。 

29. 求 曲 线 Vz +Vy=1 在 [0,1]j 上 的 弧 长 。 

30. 已 知 某 化 学 反应 的 速度 为 = айе “。 其 中 a ,为 常数 , 求 时 间 区 间 [0, 妇 内 的 
平均 速度 。 

31. RAX у=е * 在 区 间 [0,1] 的 平均 值 。 
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32. 判别 下 列 各 广义 积分 的 收敛 性 hn kek , 则 计算 广义 积分 的 值 。 


о = o = 
(3) N nd о, e 


+оо 
| e *sinzdz | „22 тата + 2 





1 т 
(л) |, 2—4: | 4 22-5 
33. 34 k 为 何 值 时 ,积分 | gépi (b > а) Ш? 又 为 何 值 时 发 散 ? 


《 王 艳 红包 和 平 Bt) 
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第 四 章 多 元 函数 微分 学 


在 前 几 章 中 我 们 已 经 研究 了 一 元 函数 的 微 积分 学 ,其 研究 的 对 象 都 是 含有 一 个 自 变 
量 的 函数 。 但 是 在 许多 科学 技术 与 实际 问题 当中 所 遇 到 的 大 多 是 含有 多 个 自 变 量 的 多 元 
消 数 。 因 此 ,有 必要 在 一 元 函数 微 积分 的 基础 上 ,来 研究 多 元 函数 的 微分 学 。 

空间 解析 几何 是 研究 多 元 函数 的 基础 知识 ， 因 此 ， 本 章 在 简单 介绍 空间 解析 几 
何 知识 的 基础 之 上 ， 重 点 讨论 二 元 函数 微分 学 ， 而 对 三 元 以 上 的 多 元 函数 仅 是 简单 
的 扩充 。 


4.1 多 元 函数 简介 


4.1.1 空间 解析 几何 简介 


解析 几何 的 特点 ,就 是 用 代数 方法 ,来 研究 一 些 几何 图 形 ,解决 一 些 几何 问题 ,也 就 是 
在 几何 和 代数 之 间架 上 桥梁 ,把 它们 沟通 起 来 ,而 其 有 力 的 工具 就 是 坐标 法 和 向 量 代数 ， 
下 面 简单 的 加 以 介绍 。 


一 、 空 间 直 角 坐 标 系 


在 空间 任 选 一 点 OQ, 过 O 点 作 三 条 互相 垂直 的 轴 Oz , Оу, Oz 和 一 个 测度 单位 ,并 按 
: 右手 法 则 规定 三 条 坐标 轴 Ох, Оу, Oz 的 正方 

1 А 向 (即将 右手 的 拇指 ,食指 分 别 指向 Ох, Оу 的 
正方 向 , 则 中 指 便 确定 Oz 的 正方 向 ) ,如 图 4- 
1, 这 便 构成 了 空间 直角 坐标 系 (three dimen- 
sional cartesian coordinate system) o 

* f 因为 每 两 条 坐标 轴 决 定 一 个 坐标 面 , 所 以 
空间 直角 坐标 系 有 三 
个 坐标 面 ,分 别 为 
rOy yOz 和 zOr 平面 ,这 三 个 坐标 面 又 将 空间 分 成 8 个 部 分 ,每 
个 部 分 称 为 一 个 卦 限 (图 4-2), 共 8 个 卦 限 (octant)。 

仿 平 面 直角 坐标 中 点 与 坐标 的 关系 ,可 建立 空间 直角 坐标 系 
中 空间 点 与 有 序数 组 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 

设 P 为 空间 任意 一 点 ,过 P 点 作 三 个 平面 分 别 与 x、y、z BH 
垂直 ,交点 依次 为 4、B、C( 图 4-3) ,这 三 点 在 х,у, 轴 上 的 坐 
标 依次 为 xz、 y\z, 于 是 空间 一 点 己 就 有 唯一 的 一 组 有 序 实数 (zx、 
yz) 与 之 对 应 ,反之 , 任 给 一 组 有 序 实数 (zy,z) 可 依次 在 > 
ну 轴 、z 轴 上 取 坐 标 为 z、y、z 的 点 A、B、C, 过 A、B.C 分 别 图 4-2 

・ 100 ・ 


w 
= 


图 4-1 








作 与 坐标 御 重 由 的 平面 , 则 二 个 平面 的 交点 已 就 是 有 序 实数 组 (z,y,z) 唯 一 对 应 的 点 ， 
这 样 就 建立 了 空间 点 P 与 一 组 有 序 实数 (x ,y,z) 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 称 (x,y,z) 为 点 
P 空间 的 直角 坐标 , 记 作 Plr, у, х), AP х,у, 分 别称 为 点 P 的 横 坐 标 , 纵 坐标 , 竖 坐 
He 

坐标 面 和 坐标 轴 上 点 的 坐标 各 有 特征 ,如 > 軸 上 任 一 点 
的 坐标 为 (z,0,0), rOy 平面 上 任意 一 点 的 坐标 为 (z,y,0)， 
而 坐标 原点 的 坐标 则 为 (0.0,0) ,相应 地 ,在 yOz 和 «Ох 坐标 
面 上 的 点 的 坐标 分 别 为 (0,y,z) 和 (z,O,z)。 这 样 有 了 空间 
点 与 坐标 的 一 一 对 应 关系 ,给 我 们 用 代数 方法 研究 空间 图 形 提 
供 了 基础 。 


二 、 空 间 两 点 间 的 距离 


在 平面 直角 坐标 系 中 有 两 点 间距 离 公 式 ,类 似 地 在 空间 直 图 4-3 
角 坐 标 系 中 仍 有 两 点 间距 离 公 式 。 

设 P (xi У1 z1) 和 P,(z5 ツ 2 z2) 为 空间 任意 两 点 , 则 其 距离 为 

IP Pal =V (z>— ху)? + (у-у) + (z> — z 32 (4-1) 

为 证 明 此 公式 ,可 先 过 Р, 及 P, 各 作 三 个 平面 分 别 平 行 于 三 个 坐标 面 , 这 样 便 构 成 
了 一 个 以 PP， 为 对 角 线 的 长 方 体 ( 图 4-4) ,由 图 形 和 色 股 定理 可 得 

| P, P. |? = |P,A |2 + | AP, |? = [Р,В|? + | ВА |? + 
ГАР, |? 

= (29-21)? + (y2 — y1)2 + (z2 тү)? 
故 IP Pal = (x27 ху)? + (у — ур) + (z2 — х), 

例 1 求证 以 P,(0,5,8),P.( —2,7,3), P,(2,3,13)= 
点 为 顶点 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 

W: ВІРЏР,|=у (-2-0)2+ (7-5) + (3—8)? 

图 4-4 = 33 
IP」P。| =/ Q - 02 +(3-5)2+(13 832 
=. 33 

H| Pi P| = |P P: ,所 以 此 三 角形 为 等 腰 三 角形 。 

三 、 空 间 曲面 与 曲线 

建立 空间 直角 坐标 系 和 两 点 距离 公式 后 ,不 仅 使 空间 
的 点 与 有 序数 组 建立 起 一 一 对 应 的 关系 ,同时 可 将 空间 的 
曲面 (包含 平面 ) 用 含有 ryz 的 一 个 方程 F(x ,y,z)= 
0 或 >= f(x,y) 来 表示 (图 4-5), 即 如 果 在 曲面 S$ 上 的 点 
的 坐标 都 满足 方程 























F(x,y,s)= 0 


F(x,y,z)=0 (4-2) * 
不 在 曲面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (4-2), 则 把 方 图 4-5 
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程 (4-2) 叫 做 曲面 (S ) 的 方程 。 
下 面 介 绍 几 种 常见 的 曲面 方程 ,然后 再 给 出 几 种 简单 空间 曲线 的 表示 法 。 
1. 平面 方程 
空间 平面 方程 的 一 般 形式 为 
Ar+By+Cz+D=0 (4-3) 
由 此 式 可 知 , 一 个 平面 方程 是 关于 > 、y、z 的 一 次 方程 ;反之 , 任 一 个 三 元 一 次 方程 都 表示 
一 个 平面 ,其 中 A、B、C 不 同时 为 零 , 表 4-1 给 出 了 一 些 常见 的 空间 平面 。 








表 4-1 
оя 轨迹 特征 
Ак + By+ C+ り =0 | 平面 的 一 般 方程 
z + 之 + 三 =1 | abc #0 表示 平面 的 截 距 式 方程 


ーー+ 





А(х-— хо) + В(у— уу) + С(а#— х6) =0 АВС АРИ ANA, (z Уо zo) AFE 











-十 
Ах + Ву+ Се=0 过 原点 的 平面 
Ar + By+D=0 不 含 = ,表示 平行 于 z 轴 的 平面 
Cz+D=0 Ika; z 表示 平行 于 хОу 平面 的 平面 
z=0 表示 хОу 坐标 平面 








2. 用 三 元 二 次 方程 则 表示 一 曲面 ,我们 称 它 为 二 次 曲面 (quadratic surface) 
如 何 通过 方程 F(x ,y,z)=0 来 确定 它 的 图 形 呢 ? 这 不 能 像 平面 解析 几何 那样 用 描 
点 的 方法 来 作 图 ,一 般 是 通过 "平行 截 口 ?来 看 其 形状 ,例如 ,对 于 三 元 二 次 方程 


©з + 95 = z 来 说 ,用 平行 于 хОу 平面 的 平面 ( 即 = ) 去 裁 曲面 ,得 到 积 口 曲线 方程 为 
ó , 即 44 めこ ETETE Si =h 是 椭圆 , 当 h =0 时 ,得 
z=h 


h 
5 к= 0 是 点 , 当 h<0 时 ,没有 截 口 ,如 果 用 平行 于 yOz 平面 的 平面 ( 即 > =4) 去 截 曲 


面 ,不 论 六 如 何 ,得 抛物 线 = 一 大 三 开口 向 上 ， 用 平行 于 xOz 平面 的 平面 ( 即 >= ヵ ) 去 
截 曲 面 ， анажевана" X Ph H “F. ER” DU 37 & 3F RB 2 H BJ 
£ + = = 的 图 形 是 本 加 地 物 面 。 一 些 常 见 的 二 次 曲面 见 表 4-2。 
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表 4-2 一 些 二 次 曲面 的 方程 与 图 形 





名 方 程 图 形 











球 球 心 在 O(0,0,0), 
半径 为 R 
~ 
2 2 „2 
MRH atata! 


a 
a,b,c 为 椭 球 面 的 半 轴 











2 











2 
椭圆 “tT? 
物 面 (a>0,b>0) 
2 2 
双 曲 -tp 
жш (a >0,b>0) 
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名 # 方 程 图 形 
2 2 2 
mm иат 
(а20,6>0,с>0) 
ар 
HE z+% = 
ЕШ a” b 
当 a = 时 为 圆柱 面 
Хо z y] x 
柱 面 a BO О 
у 
| 
抛物 А 
柱 面 х°—2ру=0(р >0) 























四 、 空 间 曲 线 方 程 


两 个 平面 一 般 相 交 于 一 条 直线 ,同样 ,两 个 曲面 一 般 相 交 于 一 条 曲线 ,所 以 把 两 个 曲 
面 方 程 联 立 起 来 组 成 的 方程 组 就 是 它们 交 线 的 方程 , 即 
КИН 
F,(z,y,z)=0 
这 个 方程 组 叫做 空间 曲线 的 一 般 方 程 (equation of space curve) 。 
x24+ 2+ 22 р? т2+ 2 1 22 = р? 
йз ун" TTE s сы 
的 交 线 都 是 хОу т БАА + y= К, НОЈ H 325 25 ЇН] HZ НУ y ЖЕН Ж ЛЕШЕ 
一 的 。 


五 、 向 量 代数 


1. 向 量 的 概念 

在 物理 学 .医药 学 以 及 其 它 学 科 中 遇 到 的 量 可 分 为 两 类 :一 类 是 只 用 数值 的 大 小 就 可 
完全 表示 的 量 叫做 标量 (scalar) ,如 质量 .长 度 等 。 另 一 类 是 用 数值 的 大 小 和 一 定 的 方向 
才能 完全 表示 的 量 叫做 向 量 或 矢量 (vector) ,如 力 、. 速 度 ЛЖ 

任何 向 量 都 能 用 有 向 线段 来 表示 ,其 长 度 表示 向 量 的 大 小 ,其 方向 表示 向 量 的 方向 。 
以 A 为 起 点 ,B 为 终点 的 向 量 记 为 A 访 , 向 量 常用 小 写 的 狂 体 字母 a Б.с 等 来 表示 ,向 量 
a 的 大 小 叫做 向 量 a 的 模 , 记 为 |a | , 模 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 为 0, 它 的 方向 可 看 做 
是 任意 的 。 

车 两 个 向 量 a b 的 长 度 相等 日 方向 相同 , 则 称 a 与 相等 , 记 为 a=b 

在 实际 问题 中 遇 到 的 向 量 往 往 只 考虑 它们 的 大 小 和 方向 ,而 无 须 考虑 它们 的 位 置 ,这 
样 的 向 量 称 为 自由 向 量 (free vector)。 自 由 向 量 可 以 平行 移动 到 任何 位 置 。 以 下 我 们 只 
研究 自由 向 量 。 

2. 向 量 的 加 减法 

根据 物理 学 上 如 力 、 速 度 及 加 速度 的 合成 法 则 ,我 们 可 P, P 
以 定义 两 个 向 量 的 和 。 a 

它 是 指 从 一 点 O 起 始 , 接 连作 出 两 个 向 量 OPi =a, : 
PiP =Ь,18—478% OP;P, 从 折线 的 起 点 O BAA P 的 向 
量 s 叫做 a 5b 的 和 , 记 作 

s=a+b 图 4-6 

也 就 是 说 ОР +Р,Р- ОБ ( 见 图 4-6)。 

这 就 是 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 , 它 可 以 推广 到 有 限 多 个 向 量 相 加 。 

向 量 加法 満足 下面 基本 規律 : 

a+b=b+a 
(a+b)+c=a+(b+c) 
a+0=a а+(-а)=0 
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= 在 向 量 的 运算 中 常用 到 加 法 的 逆 运 算 , 即 向 量 的 减法 。 
从 向 量 a 减 去 向 量 b 得 到 的 向 量 差 规 定 为 
a-b a-b=a+(-b) 


即 : 减法 就 是 变量 加 法 ( 见 图 4-7). 


图 4-7 

3. 向 量 与 数量 的 乘法 

实数 À 与 向 量 a 的 乘积 ia 仍 是 一 个 向 量 , 它 的 长 度 是 | aga| = |allal, 基 中 да 的 方 
向 当 >0 时 与 a 相同 ; 当 A<0 时 与 a 相反 。 

也 就 是 说 Ла 是 把 a 伸缩 4 倍 , 是 正 的 ,就 朝 着 与 a 相同 的 方向 伸展 ;4 是 负 的 就 表 
示 要 反 转 方向 。 

长 度 为 1 的 向 量 叫 做 单位 向 量 (unit vector) 常 用 e 来 表示 ,由 数 乘 向 量 的 定义 可 知 ， 
任 一 个 非 零 向 量 除 上 它 的 模 , 结 果 都 是 一 个 单位 向 量 即 : e= Та] 

数量 与 向 量 的 乘法 适合 乘法 的 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 。 

4. 向 量 的 坐标 

下 面 引 进 向 量 坐标 表示 ,利用 代数 运算 进一步 研究 向 量 的 运算 。 

设 已 知 空间 直角 坐标 系 O-zyz 中 的 一 点 为 M(zyy， 
z), 则 由 原点 O 与 点 M 组 成 向 量 OM, 如 图 4-8, 由 向 量 加 
法 得 

ОМ = OP + PM = ОА + АР + PM = ОА + OB + ОС 
将 向 量 OA OB „Обща ROME LR БАТ 8 „ 

在 坐标 轴 Or Oy, Oz 上 以 O 为 起 点 ,分 别 取 三 个 单位 
WEJ ij ,它们 称 做 基本 单位 向 量 。 则 有 

ОА = ОВ = уј ОС = zk 
于 是 ОМ = xi + yj + zk 
其 中 ry e 是 DOM 在 坐标 轴 上 的 投影 ,也 是 向 量 @ 太 的 坐标 ,所 以 向 量 噩 到 的 坐标 表达 式 
可 简 记 为 








图 4-8 


ОМ = z,y,z| 
例 3 已 知 两 定点 М(х,у, 21) M(x, уг, zo), 
求 向 量 MiR 的 坐标 (如 图 4-9)。 
解 : 作 向 量 OMi.OW、MiM; , 则 
MiM; = ОМ; - OM 
但 ОМ = х,у, z2} = х)ї + yaj + zzk 
OM, = [zi yzi} = zii + yj + zik 
МІМ = (х5 - z1)i + (yz — ур) + (za = zi)k 
M.M; = |z>— z1, y2- yu z2 — е) 
5. 两 向 量 的 内 积 
两 个 向 量 a 与 5 的 内 积 a b 就 是 它们 的 长 度 与 夹 角 余弦 的 乘积 
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a*b=|allblcos<a,b2> 
车 其 中 有 一 个 是 零 向 量 , 则 内 积 规 定 为 零 。 

显然 ,两 个 向 量 的 内 积 是 一 个 数 , 内 积 acb 的 正 负 就 表示 夹 角 <a ,5 > 是 锐角 还 是 
印 角 ,内 积 为 零 就 表示 两 个 向 量 是 垂直 的 。 

设 两 向 量 ab 的 坐标 分 别 为 (z1,y1,z1)、(x2,y2,z2), 则 两 向 量 内 积 的 坐标 计算 公 
式 为 

аф = riz2 T уу + 2122 
即 :两 向 量 的 内 积 等 于 它们 对 应 坐标 乘积 之 和 。 于 是 两 向 量 垂直 的 条 件 为 
X1x уруу T 2122 = Ü 

6. 两 向 量 的 外 积 

由 两 个 向 量 来 确定 另 一 个 向 量 的 问题 ,是 一 种 新 的 运算 方式 。 比 如 在 杠杆 定律 中 , 力 
矩 = 力 臂 X 力 ,我 们 可 以 把 它 作 为 一 种 运算 ,叫做 外 积 , 可 定义 如 下 : 

两 个 向 量 a 与 5 的 外 积 axb 是 一 个 向 量 , 它 的 长 度 规 定 为 la xb|=|allblsin<a,b> 
其 中 a xb 的 方向 与 a 和 都 垂直 ,并 且 a、b、a x ヵ 形成 右手 系 。 若 a 和 b 中 有 一 个 零 
向 量 , 则 规定 外 积 为 零 。 

设 向 量 的 坐标 a = (ху, у, 21), 6 = (za,yyz2), 则 外 积 长 度 的 计算 公式 为 

laxb| = (yes — z192) + (ziz2 — z122) + (хуу — yiz2)2 
而 外 积 a x b 的 坐标 为 
(yiz2 Z192, Z122- T1Z2,T132 y1Z2) 
这 里 应 注意 :外 积 是 用 右 旋 法 则 定义 的 。 外 积 的 运算 规律 基本 上 有 三 条 : 
axb=-(bxa) 
(да)хЬ=А(ахьЬ) 
(a+e)Xb=aXb+cXb 


如 果 设 iJj k 是 三 个 互相 垂直 的 基本 单位 向 量 , 则 有 

















i J k 
axb=j|zi yı zı 
T2 Y2 Z2 
例 4 EA a=(2,5,7),b=(1,2,4)R a x b. 
解 : 
i J Kk 
axb= |2 5 7|=6i-j-k 
1 2 4 
所 以 axb=(6,-1,—1) 


4.1.2 多 元 函数 概念 


在 许多 实际 问题 和 科学 试验 中 遇 到 的 变量 往往 多 于 两 个 。 例 如 病人 在 进行 补液 时 ， 
补液 量 N 与 正常 血 容 量 V ,正常 红细胞 比 容 ( 单 位 容积 血液 中 红细胞 所 占 容 积 百 分 比 )A 
及 病人 红细胞 比 容 B 的 关系 为 
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N= (1-4) 


显然 , 自 变量 分 别 为 A、B、V, 而 N 依赖 于 它们 的 取 值 , 故 要 全 面 研 究 这 类 问题 ,就 需要 
引入 多 元 函数 的 定义 。 

[EX 1】 设 有 三 个 变量 rye WREE >、y 在 允许 的 区 域内 任意 取 定 一 对 值 
时 ,变量 z 按 着 一 定 的 规律 总 有 唯一 确定 的 值 与 之 对 应 , 则 变量 z 称 为 变量 z、y 的 二 元 
РА (function of two variables) , 记 作 

z= (х,у) 

其 中 ry 称 为 自 变 量 ,z 称 为 因 变 量 。 

类 似 地 ,可 以 定义 三 元 函数 = f(z,y,z); 以 及 nn 元 函数 y= flra, a) 二 
元 及 二 元 以 上 的 图 数 统称 为 多 元 图 数 (multivariate function). 

二 元 函数 z= (х,у) НЕ xz 、y 的 允许 值 范围 称 为 = 了 (xz ,y) 的 定义 域 。 本 书 研 
究 的 二 元 函数 的 定义 域 通常 都 是 可 以 用 一 条 或 几 条 直线 和 曲线 所 围 成 的 平面 区 域 
(domain)。 并 把 围 成 区 域 的 直线 和 曲线 叫做 该 区 域 的 边界 (frontier) ,包括 边界 在 内 的 区 域 称 
为 闭 区 域 ,如 果 区 域 延伸 到 无 限 远 ,就 称 这 个 区 域 为 无 界 区 域 ,区 域 通常 用 字母 D 表示 。 

所 谓 一 点 的 邻 域 (neigh bourhood) 是 指 以 该 点 (xo, уо) AELG, KE 8 为 半径 的 圆 形 
区 域 (不 包括 圆周 ) , 记 做 u 1(zxo,y0),61, 它 的 平面 区 域 是 S<V (x ro) + (y — yo)， 
其 中 (xz ,y) 是 邻 域内 的 一 点 。 

15 求 下 列 函 数 定义 域 : 

(1) 5 = V zt y 
(2)z;= arcsin( xz? + у?) 
解 : (1) 函数 z, 的 定义 域 是 整个 хОу 平面 ,是 无 界 区 域 。 即 
П = \((х,у)| —ço< x< + eo, — co < y< + co! 
(2) Ж z 的 定义 域 是 在 хОу 平面 上 ,中心 在 原点 ,半径 为 1 的 圆周 及 其 圆 内 
部 各 点 的 全 体 , 它 是 有 界 闭 区 域 。 即 
D= }|(®,у)|0<х°+ y1] 
pió 求 下 列 函数 定义 域 : 


(z = BE 


Iny 
解 : CRR zi 的 定义 域 是 无 界 区 域 , 即 
り = |(х,у)|х>0,у>0,Ң y デ 1| 
(2) Ж z; 的 定义 域 是 
D=1(z.y)|z?2+ y2221,25— x —4y2>0] 

即 椭圆 221 4у2=25 内 与 圆 z2+ 2 =} 外 的 公共 部 分 , 它 包括 圆周 而 不 包括 椭圆 上 的 点 
集 的 半 开 区 域 。 

对 于 二 元 函数 z= f(z ,y), 刻 划 了 三 个 变量 之 间 的 变化 规律 ,其 中 х,у 是 自 变 量 ， 
它 的 取 值 范围 在 zOy 平面 上 的 一 个 区 域 卫 ,而 函数 z 的 值 在 空间 与 之 对 应 , 它 的 图 像 在 
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空间 才能 表达 出 来 。 比 如 ,在 区 域 D 内 任 取 一 
点 Po(zo,yo) ,由 二 元 函数 定义 , 必 有 唯一 确定 
的 值 zo = jzo,yo) 与 之 对 应 , 则 这 三 个 有 序 
数组 就 确定 了 空间 一 点 Mo( xo, yo хо), #24 
A Р(х,у) 内 変化 時 , 由 == f(z,y) 所 
确定 的 对 应 点 M(z,y,z) 就 随 之 在 空间 变化 ， 
它 的 轨迹 形成 一 个 空间 曲面 ,这 就 是 二 元 项 数 
z 二 f(x,y) 的 图 形 ( 图 4-10)。 所 以 二 元 函数 
z= f(x,y) 在 空间 内 表示 一 个 曲面 。 
4.1.3 ”二 元 函数 的 极限 与 连续 

在 求 一 元 函数 y= AZ) 的 极限 im fC) 
时 , 自 变量 > 只 在 z 轴 上 变化 ,而 z— zo 也 只 能 有 两 种 路 径 , 即 z— z +O zx 一 zo 一 0， 
如 果 左 右 极 限 存 在 且 相 等 , 则 f(x) 在 点 zo 处 的 极限 存在 ,而 对 于 二 元 函数 , 在 求 
Im バテ y) 时 ,点 P(z,y) 在 整个 zOy 平面 上 变化 ,显然 P(x,y) 一 Po(xo，yo) 的 路 径 
有 任意 多 个 ， 因此 ,二 元 函数 的 极限 概念 比 一 元 函数 的 概念 要 复杂 。 

【定义 2】 设 二 元 函数 > = f(z,y) 在 点 Po(zo,yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 在 Po 处 可 
以 无 定义 ,如 果 P(xz,y) 沿 任何 路 径 无 限 趋 于 定点 Po(zo,yo) 时 ,函数 A(z,y) 无 限 趋 于 

一 个 常数 A , 则 称 A 是 函数 f(z,y) 当 P(z,y) 一 Po(zo,yo) 时 的 极限 , 记 为 
lim f(x,y)=A 或 lmf(z,y)= A 

EP о=у (х - ло)? + (у— уо)? , 39 P 5 Po 问 的 距离 。 

对 于 该 定义 ,应 注意 以 下 两 点 : 

1. 即使 当 点 P(z ,y) 沿 着 许多 特殊 的 方式 趋 近 于 点 Po 时 ,对 应 的 函数 值 都 趋 近 于 
同一 个 常数 ,也 不 外 能 断定 limf(z,y) 的 存在 。 

2. "4 P 沿 着 两 条 不 同 的 曲线 趋 近 于 Po 时 ,函数 f(xz,y) 趋 近 于 不 同 的 值 , 则 可 以 断 
定 极限 lmf(x ,y) 的 不 存在 。 


例 7 证 明 lim っ ーー ぅ 不 存在 。 
rr > 


Ш: HA Р(х,у) АФ y= kz 趋 近 于 (0,0) 时 有 
. у. ра? 
lim a lig 
当 k 取 0.1 时 ,其 极限 值 分 别 为 0 和 良 , 故 当 z 一 0,y~0 时 ,该 二 元 函数 极限 不 存 
在 。 


例 8 证 明 lim 2250, (х2,у)3 (0,0). 


y) =(0,0)z 


ЙЕ: 对 于 一 切 的 y РЕ: 
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(1х|-|у|)?2>0 
即 ?1Sz + у? 


所 以 ， #5 = 110561165 м ж? + у =}, 
其 中 。= ソ ァ タ + タテ 。 当 ( テ , ッ ) 一 (0,0) 時 ,p- テ 0。 

2 
故 lim ——=0 


(zy (0MT + y 
[EX3] 设 二 元 函数 z = f(z,y) 满 足 条 件 
(1) 在 点 Po(zo,yo) 及 其 邻 域 有 定义 ; 


(2) lim SEFE; 


(z,y)—=(zo 


(3) lim кл, у) = f(zo,yo)o 


(2,5) (хозур) 


则 称 函 数 = f(x,y) 在 点 Po(zo,yo) 处 连续 ,否则 称 函 数 z= (с, у) Palro, уо) 
间断 。 

如 果 函 数 z = f(xz,y) 在 其 定义 域 D 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 z= f(z,y) 在 区 域 D 上 
连续 ,其 函数 图 形 是 一 个 无 孔 无 颖 的 曲面 。 

与 一 元 连续 函数 的 某 些 性 质 一 样 , 二 元 函数 也 具有 类 似 的 性 质 。 

1. 连续 函数 的 和 、 差 积 、 商 (分 母 不 为 0) 也 是 连续 函数 。 

2. 连续 函数 的 复合 函数 在 它们 的 定义 域 中 也 是 连续 函数 。 

3. 多 元 初等 函数 在 其 有 界 闭 区 域 的 定义 域内 连续 。 

因此 ,在 求 函数 的 极限 时 ,只 要 是 连续 函数 ,就 可 以 运用 极限 的 运算 法 则 去 做 。 

关于 二 元 函数 的 间断 点 ,是 比较 复杂 的 , 它 可 以 是 平面 上 一 些 孤 立 的 点 ,也 可 以 是 一 
条 或 几 条 曲线 。 

例 9 求 下 列 函数 的 间断 点 : 


z= (2)z2=ln(1- z? - y?) 
Ж: CRZ z, 的 间断 点 是 хОу 平面 上 的 直线 z+y=0。 
(2) 函 数 zz 的 间断 点 在 实数 范围 内 是 хОу 平面 上 圆周 >*+ アデ =1 的 点 集 。 
函数 定义 域 D= |(z,y)|12>x2+y2], 
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Ж. im У zytt-1_ įm xy+1-1 
| m лу ADTI a 


1 


ri 
4.2 偏 导数 与 全 微分 


4.2.1 偏 导数 的 概念 及 计算 


类 仿 一 元 函数 中 的 导数 是 函数 在 某 一 点 处 变化 率 的 研究 ,我 们 研究 二 元 函数 = = 
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f(z ,y) 分 别 对 自 变量 x 、y 的 变化 率 问 题 , 那 就 是 偏 导数 。 
[EX 4] 设 函 数 z= f(z,y) 在 点 (zo,yo) 及 其 邻 域内 有 定义 , 当 固定 在 ,而 给 
х 以 増量 Az 时 ,相应 地 函数 有 增 量 
f(zo + Ах, уо) — flzoyo) 
称 其 为 函数 在 点 (zo,yo) 处 对 x 的 備 増 量 , 当 Ax 一 0 时 ,如 果 极 限 
lim /\жо t Ах, yo) f(zo, yo) 


Ах-*0 Ах 
存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 z = f(x,y) 在 点 (xo, yo) 处 对 z 的 偏 导数 (partial deriva- 
tives) , 记 为 


至 |z=z 或 プ 。(zo, っ 。) 或 SL e= a 或 z „(х0,50) 
マー Уо マー yo 
同样 可 以 定义 函数 z= F(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 对 y 的 偏 导数 , 记 为 
9 げ де| _ _ 
z’ убхо,уо) = ду zz > Ja f y(zo, yo) 
f ao, wta) f(zo, уо) 











= lim 
同 理 , 把 一 点 的 偏 导数 的 概念 推广 到 三 元 以 二 的 多 元 函数 ， 例如 ,三 元 函数 u = 
(zy,z) 在 (zo,yo,zo) 处 对 z 的 偏 导数 定义 为 


ди =] /\же + Az, yo, zo) — (хо, уо, 20) 
дх | (хо, уо, 20) А0 Ах 


ЯР z = (е, у) EKR D 内 每 一 点 (z,y) 处 对 r 的 偏 导数 都 存在 ,那么 
falz, y AE ry 的 函数 , 称 为 z= f(z,y) 为 xz КИН ФРА, 记 作 3E 5 If „ (х,у) 8 


た (<, ヶ )。 美 似 地 有 函数 z = /f(x,y) 对 y 的 偏 导数 ， а st w (<,y)。 

由 偏 导 函 数 概念 知道 ， Felo 各) 是 (as УИ ЖИЙ. 而 广 (z,y), 是 在 区 域 
内 的 偏 导 函数 ,注意 区 分 这 两 个 不 同 的 概念 。 广 ,(zo,y) 与 。( ェ ,y) 也 美 似 。 以 后 在 
不 至 混淆 的 情况 下 把 偏 导 函 数 简称 为 偏 导数 。 

一 、 偏 导数 的 求法 

Ж «= f(z,y) 的 偏 导数 ,并 不 需要 用 新 的 方法 ,因为 其 中 的 一 个 自 变量 被 看 做 是 固 
定 的 ,只 有 另 一 个 自 变量 在 变动 ,所 以 它 仍旧 是 一 元 函数 的 微分 法 问题 ,具体 地 , 求 3 时 ， 
只 要 把 y 暂时 看 做 常量 ,而 对 + 求 导数 ; 求 江 时 , 则 只 要 把 z 暂时 看 做 常量 而 对 y 求 导 
数 。 

例 11 Жо»=х?+3хлу+ у^ 在 点 (1,1) 处 的 偏 导数 。 

解 : 5©=/(х,у)=2л+3у, f/G,1)=5 


д 
д 

д , , 
ду» (z,y)=3z+2y f (1,1)=5 
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27y w 2 20 
例 12 asena На уя ‚Ж fe (0,0), 
0 ‚Фхтх=у=0 
解 : 求 分 段 函 数 在 分 段 点 的 偏 导数 时 ,必须 用 定义 求 。 
た (0.0) = lim 00—420) КО.) 








x 
2Ах'0 _0 
2 
= ]im (Ах) +0 o 
-0 Ат 


例 13 Ж y= JV z+ y+z 的 偏 导 数 。 

解 : 把 y 和 z 看 做 常量 , 则 有 
ду _ 2х ж 
ауа 7 


— 2y у ду を 
同 理 有 ду у'де у? 








二 、 偏 导数 的 几何 意义 


我 们 知道 ,二 元 函数 z= f(z,y) 的 图 形 是 空间 的 一 个 曲面 , 设 点 Molto yo; zo) Æ 
曲面 上 一 定点 , 当 固定 y= yo 时 , 即 用 平面 y= уо 截 此 曲面 ,得 到 一 条 空间 曲线 AM B 
(图 4-11): 


А 
У уо 

# у = yo 平面 内 , z Ж х 的 一 元 函数 ,而 
y Oz 


Эт T= oF f(xoyo) 就 是 这 条 曲线 在 点 Mo 的 切 
У = Уд 


Җ MoT, 的 斜率 tga, ЕЕ MoT, 也 是 曲面 
z 三 f(z,y) 在 点 Mo z 轴 正 向 的 切线 ,因此 , 偏 
导数 f. (zo, yo) 是 曲面 在 点 Mo W z 轴 正 向 的 切 

同 理 , 偏 导数 た (zo, yo) 是 曲面 在 点 Mo 沿 y 









图 4-11 


轴 正 向 的 切线 斜率 tg Bo 

我 们 知道 ,如 果 一 元 函数 在 某 点 具有 导数 , 则 它 在 该 点 必定 连续 ,但 对 于 多 元 函数 来 
说 ,即使 各 偏 导 数 在 某 点 都 存在 ,也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 ,这 是 因为 各 偏 导 数 存在 ,只 
能 保证 点 P(z,y) 沿 着 平行 于 坐标 轴 的 方向 趋 于 Po(zo, yo) 时 ,函数 值 A(z,y) 趋 于 
/С жо» уо) ,但 不 能 保证 点 已 按 任何 方向 趋 于 Po BT, RARUA (с, у) (хо, уо) 。 


4.2.2 全 微分 
前 面 讲 的 偏 导 数 ,是 函数 沿 两 轴 的 变化 率 , 但 有 时 还 需 研究 多 元 函数 的 全 面 变化 情 
Ho 
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设 函 数 z= FLz,y) 在 点 (zy,y) 的 某 邻 域内 有 定义 ,给 二 以 增 量 Az, 同 时 给 y 以 增 量 
Ay, 则 Az= f(z+Az,y+Ay) 一 f(x,y), 称 为 函数 f(x,y) 在 点 (zx,y) 的 全 增 量 (total 
increment) 。 

与 一 元 函数 一 样 ,也 希望 用 自 变量 的 增 量 Az Ay 的 线性 组 合 来 近似 地 代替 函数 的 
全 增 量 , 即 令 





Az=A'Ar+B'Ay+o(p) 


其 中 A.B 是 与 点 (z,y) 有 关 的 待定 系数 ,而 与 Ar,Ay ЖЖ, е = V (Ах)? + (Ау)? Ж 
Ах ‚Ау 的 高 阶 无 穷 小 ,下 面 关键 的 问题 是 确定 A.B. 
上 式 对 于 一 切 的 Ax .Ay 都 是 成 立 的 ,显然 对 Ay=0 也 成 立 , 于 是 


Az=AAz+o(o) 即 As = д „°ч 


lim AE = lim ГА +42] = А (其 中 o=Az) 


Ах +0 T Arl 
9 Г 一 一 全 
因此 ,3 = А 同 理 в= 32, 
于 是 全 +5®-Ау+о(р) 
那么 sz. Ах +9® у А> 就 是 Az 的 线性 主 部 。 
与 一 元 函数 一 80 一 元 函数 里 也 有 dz=Az,dy=Ay, 从 而 有 下 面 的 定义 : 


[定义 5】 设 函 数 = у) (ау) ЙО ‚5 Z , 当 自 変量 >、y 各 给 
増量 Az 和 Ay 时 , 则 对 应 的 函数 全 增 量 
Az=f(z=+Azxr,y+Ay)- (х,у) 


可 表示 为 Az = dr+ Fdy+ olp) 
其 中 6o=v (Ах)? + (Лу)? ДК 2 = 了 (xz,y) 在 点 (zx,y) 处 可 微 ,并 把 Az 的 线性 主 部 
9242 + dy 称 为 函数 f(z ,y) 在 点 (xz,y) 处 的 全 微分 (total differential) , 记 作 
dz = 9242 + dy 
三 元 万 至 更 多 元 的 函数 的 全 微分 ,可 作 类 似 的 定义 。 如 三 元 函数 xz = (к, у, =) 
全 微分 公式 为 





du = 了 dz + Fdy+ ds 

由 定义 5 知道 , 如 果 多 元 画数 在 一 点 可 微 , 最 然 函 数 在 訪 点 全 微 分 存在 : 如 果 在 区 域 
内 每 一 点 都 存在 可 微 , 则 称 函数 在 该 区 域内 可 微 。 当 然 在 这 个 区 域内 全 微分 存在 了 。 

另外 ,在 一 元 函数 中 ,函数 f(x) 在 某 一 点 可 微 ,函数 一 定 可 导 , 反 之 亦 成 立 。 可 是 多 
元 函数 的 可 微 与 偏 导数 的 情况 就 不 相同 了 ,函数 z= f(z,y) 在 一 点 (xz,y) 可 微 ,其 偏 导 
数 在 该 点 一 定 存在 ,反之 却 不 一 定 成 立 。 从 直观 上 来 解释 ,这 是 因为 函数 z= f(x,y) 在 
一 点 可 微 ,几何 上 反应 在 该 点 存在 切 平面 ,而 偏 导 数 在 一 点 存在 , 仅 说 明 在 该 点 有 > 轴 方 
向 和 y 轴 方 向 两 条 切线 存在 。 偏 导数 存在 是 可 微 的 必要 条 件 , 不 是 充分 条 件 ,再 附加 一 定 
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条 件 可 得 到 充分 条 件 。 
【定理 1】 若 函 数 > = /f(x,y) 的 偏 导数 f(z,y)、fy (ry EA Р(х,у), 0 
函数 z= f(x ,y) 在 该 点 P 处 可 微 ( 证 明 略 )。 
例 14 ЖЖ = = zr2y + у? 的 全 微分 。 
| Ж: 9092 =2лу,;5 = т? +2у 
所 以 dz=2zydz+(z2+2y)dy | 
例 15 Жа асса; 人 各 人 


l . > du _ 
解 : 090 =1 ,= 2 cos + ze”, = ye” 





所 以 dz= ах + (= Loos 3 + ze” )dy + ye”dz 


4.2.3 高 阶 偏 导数 


二 元 函数 z= (х,у) НИН た (х,у), f, (х,у) RDA ry 的 函数 。 如 果 它 
们 的 偏 导 数 也 存在 , 则 称 这 些 偏 导数 为 z = F(z,y) 的 二 阶 偏 导数 。 二 阶 偏 导数 共有 4 
个 ,分 别 记 作 : 
Fz 


Эт = (х,у) = 


9 (22у 
J G) T 





Pz 
22052) = 3 =f'o(z,y)= Z, 





9 ,gz 
Эх ду ду ka = fy (z,y)= 
9 9 を 、 , _ 
ee 
其 中 了,(z,y) 和 f alr ARAZ MEEME 
类 似 地 可 定义 更 高 阶 的 偏 导数 。 
例 16 求 ==ersiny 的 二 阶 偏 导 数 。 
де 2. de x 

解 : Jae siny, зуе cosy 


Р. = езіпу, アッ ニーe"siny 
アッーeTeosy, f i = e*cosy 
对 于 二 阶 混合 偏 导 数 有 下 面 定理 : 
【定理 2】 如果 z= f(z,y) 的 二 阶 混合 偏 导 数 S oley) felt y ERR D 内 
连续 , 则 在 该 区 域内 必 相 等 (证 明 略 )。 | 


例 17 验证 函数 z =l]n V z+ Waaa 


证 : 因为 >=lnvV x T+ =n + у?) 
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А 9 де ___ у 

所 以 Эл ry Gy 
Bge (22+ у) — z°2z _ 2— x2 
912 — (х2 + y2)2 ty 
Bz (t+) ye2y zry 
2y2 (+ у? (z? + y2)2 

gz z 
所 以 了 PAET 0 


例 18 EHER w= 十, 满足 方程 


rt ay 932—0 
其 中 r=V z2+ y+ 22, 
证 9g_ 1 Ər 1 z _= 
дт r? dz r? r r? 
3 2." 
Zu r” — z°3r 3 _ 工 3z.ar 
25? (22 r? + дх 
2 
2214327 


да 1.33 Pu 1 322 
ーー 3 


一 ーー テーー + ーー 
> r3 > Әз? r rŠ 
Pu Bu Pu 3(z* ту +. _ 3 3⁄2 
从 “二 二 十 一 ”十 二 六 一 st = 
所 以 ах? gy Әз? 


上 面 两 例 中 AATE 为 拉 普 拉 斯 方程 ， Е TERENE 中 起 着 很 重要 的 作用 。 


4.3 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 


4.3.1 复合 函数 的 求 导 法 则 


HRA u= ф(х, у), = ф(х,у), Н = /(и, о) МЖ х = ф(х, у), (х,у) 


通过 中 间 变 量 и.о X F x.y 的 二 元 复合 函数 。 


【定理 3】 设 函 数 = ф(х, у), у = ф(х, у) (х,у) МАЖЕ, М z= 


f(w,v) 在 对 应 点 (u,v) 处 有 连续 偏 导数 , 则 复合 函数 
е=/(ф(х,у),ф(х,у))Ж х Ку 的 偏 导数 存在 且 有 

д _9z9& , 92z9% 

dz дидх duvdz 


证 :给 


dz 9z9z дх ду 
ду du dy + dv dy (4-4) 


z 以 改变 量 Az(Axz 天 0) ,让 у 保持 不 变 , 则 相应 的 uo 的 改变 量 为 


Auz= ф(х + Ах, у) – ф(х, y); Av = ф(х + Ат, у) – (z, y), JA m Až 
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z= flu u MD IJ ЛЕН Уу 
Az, = flu + Ли, v +До,) f(r,v) 
由 定理 1 知 六 xu) 是 可 微 的 ,因此 ， 


Az. = ли, + 22до, + otp), HP o= (Au 21 (до Ў? H lim 2 =0, 
ди ду mo の 


将 上 式 两 边 同 时 除 以 Az ,再 取 极 限 Az>0, 得 


. Az。 gz Аи, az Av, .. olo) 
m —— Z im + Sz lim + lim 
дт 0 Ах да Ах дола Ах lim Ах 


又 因为 w= p(xz,y),v=y(x,y) 有 连续 的 偏 导数 ,所 以 Ar->0 В, Au, 0, Ло, 0, 
HÄ o>0. FÆ 


. olp), обр) e 1. olp), ES Аю ү g. {ди у (доу 
lim Ax lim の Ах lim の lim (Сда) +045) 0 От) + (Fz) 0 
de gz9z edu 
因此 Эт 2z2z 9595 


エロ r; dz _деды дедщ 
同 理 可 证 ду Әиду aoay* 


关于 自 变 量 或 中 间 变 量 多 于 两 个 的 情形 ,也 有 类 似 的 结果 。 
特殊 地 ,如 果 z= (и, о), и ф(х) v= y(z), 则 复合 函数 > E z 的 一 元 函数 ， 



































即 
z=f[ ф(х),ф(х)} 
由 于 z 的 变化 引起 P(z)、%(z) 的 变化 ,因而 函数 对 z 的 变化 率 是 全 部 变化 率 , 故 叫 
做 全 导数 。 即 z 対 的 导数 称 为 全 导数 , 则 


dz дг du de dv 
dz © Әм ` dr ао ` da (4-5) 


ШЖ z= f(z,y),W] у= g(x), 则 复合 函数 z = FLz,e(z)) 的 全 导数 为 
dz _ де | dzdy 
dr дх дуах 
其 中 5 是 Kxz,9(z)) 对 z 的 偏 导数 ,是 函数 的 部 分 ( 仅 是 对 xz, 不 对 y) 变 化 率 ,而 


窟 是 函数 的 全 部 (只 有 一 个 变量 ) 变 化 率 ,这 就 是 此 与 给 的 区 别 。 
2 T 





、 9 д 
|| = ‚ = 2 2 = > ez < 
例 19 i z= ипо, a= z2 + y, u= zy, K a+ б ду° 





де gz9z д> дф 
解 : I Jo Jz 


u 
- 十 一。 
Inv:2x y 


2 + 、2 
=2zln(zy) + キ ーーー・ 


2」 2 
ニー2 ァ In(zy) + — 


de dz ди gz дф u 
gv . +, 
ду д 2у 2 Jy Inv 2у+ x 
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in iisk MV に PTY プロ 


24,2 
=2y“In(zy) + yy 7 


2 2 
=2yln(xy) + = 


мю азоо, 
‚ dz д2, д2 dz дз dy 
Й: dr ot эт dr әу dz 
= 3sec (3t +2202 – у) + вес (3 +222 - у): 


-1、 l, 2 2_ 
4х( 2) + (Fsec (32 +22 у) 


本 )зес^ (3t +2 — t) 


例 21 E z=uv+te, i и =sint,u=cosr REFA, 


dz_2z du ‚де dy де de 
解 : dr Ju dz 「2o dz дт dt 





4 _ 
= (3 3-5 


= vcost + u( — sint) + et 


= cos“z — sin2z 十 et 
4.3.2 隐 函 数 的 求 导 法 则 


对 于 一 元 函数 ,y= 9(z) 是 由 方程 F(z,y)=0 所 确定 的 隐 函 数 ,已 经 讨论 过 隐 函 数 
的 求 导 方法 ,这 里 用 偏 导 数 的 概念 推导 隐 范 数 的 求 导 公式 。 

【定理 4】 设 函数 F(z,y) 在 点 P(zo,yo) 的 某 一 个 邻 域内 具有 连续 的 偏 导数 , 且 
F(zo, уо) =0, Fy (хо, уо) 70, 8 F(z,y)=0 在 点 (zo,yo) 的 某 一 邻 域内 总 能 唯一 
确定 一 个 单 值 连续 且 具 有 连续 导数 的 函数 y= げ (> ) , 它 满足 条 件 


yo= firo) 
dy_ Е, 
并 有 L P 


y 


对 于 该 定理 只 作 简单 推导 。 
设 F(z,y)=0, 且 令 y= 了 (zx),( 不 论 它 能 否 从 方程 中 解 出 ), 于 是 FLz ,f(=)]==0, 
对 等 式 两 边 求全 导数 得 





9F 9F dy _ 2F 
ar tay az 0 HT 2570 
ау F; 
故 有 d£ Е 


例 22 RAŽ siny + e* — ry = 0 的 导数 。 
Ж: S F(z,y)= siny +e- zy, W 





ú 2 x 
所 以 dy _ _ E, ye 
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仿 一 元 函数 , 若 存 在 二 元 函数 = = f(z,y), 它 满足 方程 F(z,y,z)=0, 即 
F[z,y,f(z,y)]=0 
则 称 二 元 函数 z= F(z,y) 是 由 方程 F(z,y,z)=0 所 确定 的 隐 函 数 。 
定理 4 可 以 推广 到 二 元 隐 函 数 z = f(z,y) 的 求 导 公式 。 
【定理 5】 设 函 数 F(z,y,z) 在 点 Р( со, yo,zo) 的 某 一 邻 域 内 具有 连续 的 偏 导 数 ， 
H Е(=0,уо, 20) =0,Е', (хо, уо, 20)70, УВ Е(х, у, х) =0 (х0, уо, 20) 
邻 域内 总 能 唯一 确定 一 个 单 值 连续 且 具 有 连续 偏 导数 的 函数 z = f(x,y) 它 满足 条 件 


9 Е, 
zo ニア (zo,yo) , 井 有 = F° 


该 定理 也 可 简单 推导 。 
因为 F[z,y,f(z,y)] 二 0, 对 上 式 两 边 分 别 对 zx 和 y 求 时, 用 复合 函数 求 导 法 则 得 
F, + F, SE =0 


РА ‚де _ 
F, +F, ду O 
由 于 F, Ж, Н Е, (хо yo so) デ 0, 所 以 
az F az Б 


ーー ニテ ニー ニケ 
dz Е, "ду Е, 
` д д 
例 23 i e- дуа =0,ЖОТ, э 
Ш: © Е=е*— лу, 


Е' = ー yz, F, = —zz, К„=е*—ту 


; az Е, yz az -Е zz 
当 F 0R}, 22 Е, zy D P 





F. T- ху 
` 2 2 2 z 
8J24 R x+ y tz -4z=0, 求 二 5i。 
| х 
Ж: W Е(х,у,2) = л2+у+ x -4z,MH 
F =2z=, F. =2z-4 





应 用 定理 得 dza 
T z 
az А 
所 以 2 C eter 2 
Iz? (2- ғ)? (2 一 z) (2 一 z)3 


4.4 多 元 函数 的 极 值 
4.4.1 二 元 函数 极 值 定 义 


【定义 6】 设 函 数 z= f(z,y) 在 点 (xo,yo) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ,对 于 点 (zx0, yo) 邻 


域 的 其 他 各 点 (x,y), 如 果 恒 有 ”f(z,y)< f(xo y), 则 称 函 数 在 点 (zo,yo) 有 极 大 值 
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(хо, уо) ДЯН Р(х,у) > (0, yo), ДИВЕ (ro yo) 取 得 极 小 值 。 极 大 和 值 与 
极 小 值 统 称 为 极 值 。 使 郴 数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 。 
例如 ,函数 = = 21° + 3y’, 在 点 (0,0) 处 取得 极 小 值 为 0, 见 图 4.12(a) ,而 函数 


zz 二 V1 一 x 一 在 点 (0,0) 处 取得 极 大 值 为 1, 见 图 4.12(b)。 


z=2<x2+3uU2 





(a) (b) 
图 4.12 
4.4.2 二 元 函数 的 极 值 定理 


二 元 盟 数 的 极 值 可 利用 偏 导 数 来 解决 ,于 面 给 出 解决 该 问题 的 两 个 定理 。 

【定理 6】 ( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 设 函数 > = F(z,y) 在 点 (zo,yo) 有 极 值 ,并 且 在 
该 点 处 两 个 一 阶 偏 导数 存在 。 则 У, (со, уо) =0 Н. f (хо, у) =0。 

对 于 该 定理 只 给 出 简单 证 明 ; 

Ж: 因为 zx= (х,у) Po(zo,yo) 取 得 极 值 , 则 固定 y= уо, = = F(z,yo) 也 取 
得 极 值 , 由 一 元 函数 极 值 的 必要 条 件 ,在 点 Po(zo,yo) 处 必 有 f lto уо) = 0% 

同 理 , 广 (zo,yo)=0。 证 毕 。 

和 一 元 函数 一 样 ,我 们 把 使 / (zo, уо) = 0 Н. 广 (zo,yo)=0 同 时 成 立 的 点 , 称 为 二 
元 函数 z= f(z,y) 的 驻 点 ,由 定理 可 知 ,可 微 函 数 的 极 值 点 一 定 是 驻 点 ,但 驻 点 不 一 定 是 
极 值 点 。 

例如 ,函数 z= zy,(0,0) 点 是 它 的 驻 点 ,但 函数 在 该 点 无 极 值 。 

【定理 7】 ( 极 值 存在 的 充分 条 件 ) 设 函数 z= f(z,y) 在 点 (zxo, yo) 的 某 一 邻 域内 连 
续 ,日 有 一 阶 及 二 阶 连续 偏 导数 ,又 

f(zo, yo) =0, Дуб жу, yo)=0 

如 果 令 У. (хо, yo) = А, (хоу) = В, (хоу) = С, WA) B? — AC<0 Bf, 
函数 在 点 (zo, yo) 有 极 值 , 且 当 A<0 时 为 极 大 值 , 当 A >0 时 为 极 小 值 。 
(2) 当 B? -AC>0 时 ,函数 z= f(z,y) 在 点 (zo,yo) 没 有 极 值 。 
(3) 当 B? -AC=0 时 ,函数 在 点 (xro, yo) 可 能 有 极 值 ,也 可 能 无 极 值 。 

(证 明 从 略 。) 
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4.4.3 求 极 值 的 方法 


由 上 述 两 个 定理 ,可 以 给 出 求 二 元 函数 极 值 的 一 般 方 法 。 
1. 求 函数 z= f(x,y) 的 一 阶 及 二 阶 偏 导 数 。 


А f(z,y) =0 
2.% f(x,y)=0 


解 该 方程 组 得 的 实数 解 即 为 所 求 的 驻 点 。 

З. 对 每 个 驻 点 , 求 出 相应 的 A、B、C 的 值 并 用 极 值 存在 的 充分 条 件 ,判定 各 驻 点 是 
否 为 极 值 点 。 

4. 求 出 每 个 极 值 点 的 函数 值 , 即 极 值 。 

例 25 RKA flr, y) =r- y +3zx2+3y2—-9x 的 极 值 。 

解 : 解 方程 组 

ү = 312 +6r-9=0 
fy(z,y) =— 3у + 6y = 0 

FEAA 〈1,;0),(12),(-3,0),(-3,2)。 
又 因为 /ы=бх+6, ア /。=0, fy=-6y+6 
则 在 点 (1,0),4=12,B=0,C=6,B2- AC<0, 8340] 8. fu = - 5。 

在 点 (1,2),A=12,B=0,C= -6,B*- AC>0 函数 无 极 值 。 

在 点 (-3,0),A= -12;,B=0,C=6,B2-AC>0, 函 数 无 极 值 。 

在 点 (一 3,2),A= 一 12,B=0,C= -6,В?- AC<0, 而 且 А = – 12<0 函数 有 极 大 
4, Улак = 31% 

综 上 所 述 ,二 元 函数 极 值 是 反映 局 部 特点 的 概念 , 而 最 大 值 和 最 小 值 是 反映 全 局 特点 
的 , 求 二 元 函数 的 最 大 、 最 小 值 问 题 是 较 复杂 的 ,但 在 许多 实际 问题 中 ,往往 可 以 根据 具体 
意义 ,作出 判断 即 可 。 如 果 要 晰 定 可 微 函 数 >= f(z,y) 在 区 域 D 内 一 定 能 取得 最 大 值 或 
最 小 值 , 只 要 知道 函数 在 D 内 只 有 一 个 驻 点 ,由 可 以 认定 在 该 点 处 的 天 数 值 必 为 
z= 了 f(z,y) 在 DD 内 的 最 大 值 或 最 小 值 。 

例 26 要 建造 一 容积 为 18 立方 米 的 长 方形 水 箱 ,已 知 侧面 积 与 底面 积 的 单位 造价 
之 比 为 3:4, 问 水 箱 的 尺寸 如 何 才 能 使 费用 最 省 ? 


解 : 设 水 箱 长 为 z 米 , 宽 为 у 米 ,因为 容积 为 18 立方 米 ,可 知 水 箱 高 为 2 
设 侧面 积 和 底面 积 的 单位 造价 分 别 为 3 ,4& , 则 水 箱 的 造价 为 


4р. 18 
z =3Ё 2( ィ オッ で T Akay 








=6 х 8С +) +4kzxy 
显然 ,= = (х,у), ху 怎样 选择 ,z 才能 最 小 ? 
由 定理 有 3 = 6х18Е(—-) +4&y=0 
工 т 
az _ 1 Е 
оу =6х18(- 3)+4kz=0 
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解 方程 组 
マデ ッ ニ 27 , z=3 
12277 i y=3 
故 由 实际 意义 可 知 最 小 值 确 实 存 在 。 即 当 x =3,y=3, 高 =2 时 ,费用 最 省 。 


4.4.4 线性 最 小 二 乘法 


在 许多 经 济 分 析 或 科学 试验 当中 获得 许多 数据 ,根据 这 些 数 据 对 各 个 变量 建立 相依 
变化 关系 。 而 这 种 关系 一 般 地 用 方程 给 出 , 称 其 为 经 验 公 式 。 而 建立 经 验 公式 最 常用 的 
方法 就 是 最 小 二 乘法 。 下 面 我 们 用 两 个 变量 有 线性 关系 的 情形 来 说 明 。 

对 于 某 一 对 变量 x 与 y, 下 面 我 们 建立 它们 的 相 
依 关系 。 由 此 对 它 进 行 了 ヵ 次 测量 ,得 到 ”对 数据 ; 
(ж1,у1),( тд, 92) (Ens Yn )о 将 这 些 数据 看 作 直 
PERZ хОу 中 的 点 的 坐标 ， 即 А; (ху) „Al 22, 
уз), А„(х„,у„) (Ж 4-13). 

若 这 些 点 几乎 分 布 在 一 条 直线 上 ,我 们 就 认为 变 
Er Бу 之 间 存 在 着 线性 关系 。 可 以 设 其 关系 方程 
为 O 

y=ar+b (4-6) 
其 中 а ур 为 待定 参数 。 

设 在 直线 上 与 点 A;(i = 1,2,…,n), 横 坐标 相同 

的 点 为 





Bilz azı +b) 


В,(22,ах2 + b) 


B, (=, ;QTn + b) 
A; 与 B;(i = 1,2,…,n) 的 距离 
di= |az; + b — yil 
就 称 做 实测 值 与 理论 值 的 误差 。 现 在 关键 问题 要 求 一 组 数 a 与 5, 使 误差 的 平方 和 
S= X lazi +b- y)? 
为 最 小 , 5 值 越 小 ,说 明 直 线 与 n 个 数据 点 的 吻合 程 度 越 好 ， 把 这 种 以 偏差 平方 和 S 最 小 
为 条 件 , 求 出 参数 而 确定 经 验 公式 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 。 


由 二 元 可 微 函 数 极 值 存在 的 必要 条 件 可 知 


9 
02 = 253 lari tb- уй) = 0 


92 = 25 lan tb- y) = 0 


将 上 式 整 理 得 出 关于 。、6 кугын 
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paanan h Xav, 


2 十 nb = у 
该 方程 组 一 般 地 称 做 正规 方程 组 ， 解 此 方程 组 可 得 
> za Dw 


> = _ 105)? 


= ジー) 


将 a 与 5 代入 方程 (1) 中 ， 便 得 到 所 求 的 直线 型 经 验 公 У, 
例 27 对 两 个 有 线性 关联 的 变量 x. y í 测量 ,得 到 数据 如 下 : 


_ u 
ーッ 0.5 1 1.5 2 3 


试 建立 y= F(z) 的 经 验 公 式 。 

у . 解 : 将 表 中 5 组 数据 描 点 如 图 4- 14 ,发 现 它们 
大 致 呈 直 线 分 布 趋势 , 故 宣 用 直线 型 经 验 公 式 , 设 此 
直线 方程 为 





y=ar+b 


下 面 按照 公式 依次 计算 a 和 的 什 
5 5 5 
这 时 有 2x = 5,22 yi = 8, 21 zt = 25, 





Daw = = 16.5 
把 它们 分 别 代 入 公式 中 得 
16.5- 工 x5x8 
5 


a= 1 
25-5 X5 


=0.425 


-8 _ 5- 
ら = そ ー0.425 メ テニ 1.175 


故 经 验 公 式 为 y=0.425z+1.175。 
小 结 


二 元 函数 是 在 一 元 函数 的 基础 之 上 发 展 起 来 的 ,从 一 元 函数 到 二 元 函数 出 现 了 一 些 
新 的 概念 和 方法 ,而 从 二 元 到 多 元 则 是 一 种 简单 的 扩充 。 因 此 ,我 们 主要 是 以 二 元 函数 为 
代表 ,来 讨论 多 元 函数 的 性 质 。 
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对 于 本 章 ,我 们 主要 应 掌握 一 些 基本 概念 ,同时 ,要 掌握 偏 导数 .全 微分 、 复 合 函 数 a 
函数 的 微分 法 及 其 计算 ,这 是 多 元 函数 微分 学 的 基本 功 。 

ЖН ,在 学 习 时 应 注意 要 用 同一 元 函数 类 比 的 方法 ,来 研究 二 元 函数 万 至 更 多 元 函数 
的 概念 及 性 质 , 比 较 它们 的 相同 之 处 ,同时 注意 它们 还 有 各 自 的 特殊 性 。 

在 本 章 最 后 ,要 掌握 用 极 值 方法 处 理 实际 问题 的 能 力 。 


J Ай 


1. 求 下列 函 数 的 定义 域 。 
(1)==/ 1-х°+у у?—1 


(2)и= ++ 


Мх Му Vz 


2 2 
(3)z= [1-5-5 


(4)z=ln(y? -4z +8) 
2. 求 函数 zx=ln(1+z2- 光 ) 的 不 连续 区 域 。 
3. 求 下 列 函 数 的 极限 。 


(1) lim 2 zyt4 
(z,y)>(0,0) ту 

(2) lim sin(x, у) 
(х,у)-—*(0,0) y 

3) lm = 

( ワー у“ 


4. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 。 

(1)z=e2zsiny (2)z= 2 (3) = (х + һу) 
(4) х =arcsin( y /z ) (5)и= zz 

5. 求 下 列 函 数 在 给 定点 的 偏 导数 。 

(1D)z=sin(2z+y) 在 点 (r,6) 

(2)z=(1+ xy)” 在 点 (1,2) 

6. 设 z =In(Vx +Vy), 求 证 :z 了 + 57 フク 

T. it e= | ear RE: E- (= 52) = е, 

8. 求 下 列 函数 的 高 阶 偏 导数 。 

(1)z=3ln(z2+ у?) 

(2): = зіп(х +2y) 

(3) и = ху + yz + zz 

9. 验证 函数 z=arctg Z RP z =u +o у= и 一 v ,满足 关系 式 : 


д2 а= ーッ 
du дф и? + т? 
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10. 求 下 列 多 元 复合 函数 的 导数 。 
(===, и = et о=1-е*,%92 


(2) = w2lno ,而 4 ニッ の 3 テー2 ッ RE 
(3)z==e* 2y 7 х= 5іпе,у= 15,092 


z 、。9z дє 
(4) == Ру), ay 


11. 求 下 列 函数 的 全 微分 。 


(1)z = х? + ду? + siny 


(2)z = arcsin = 
У 


12. 在 半径 为 а 的 半球 内 ,内 接 一 长 方 体 , 问 各 边 长 多 少时 ,其 体积 为 最 大 ? 

13. 在 底 半 径 为 x 、 高 为 h 的 正 圆锥 内 ,内 接 一 个 体积 最 大 的 长 方 体 , 问 这 长 方 体 的 
长 、 宽 、 高 各 为 多 少 ? 

14. 求 下 列 函 数 的 极 值 。 

(1)г=х?+ту+у +х—у+1 

(2)z= ху(а- z- y) 

15. RAX z= zy 在 満足 条件 >+ ッ =1 的 极 值 。 


16. RER z=z?+ 在 满足 条 件 下 + = 1 的 极 值 。 


(HRE RER LË) 
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第 五 章 ”多 元 函数 积分 学 


在 一 元 函数 积分 学 中 , 定 积分 是 作为 某 种 确定 和 式 的 极限 来 定义 的 。 根 据 实际 问题 
的 需要 ,可 以 把 这 种 和 式 极 限 的 概念 推广 到 定义 在 区 域 .曲线 上 多 元 函数 的 情形 , 便 得 到 
重 积分 .曲线 积分 的 概念 。 本 章 主 要 研究 重 积分 (重点 讨论 二 重 积分 ,三 重 以 上 积分 类 似 
推广 ) 和 曲线 积分 的 概念 性 质 、 计 算法 及 其 它们 的 一 些 实际 应 用 。 


5.1 二 重 积 分 的 概念 和 性 质 


5.11 二 重 积分 的 概念 


我 们 以 计算 曲 顶 柱 体 的 体积 和 平面 菏 板 的 质量 为 例 来 给 出 二 重 积分 的 定义 。 

例 1 曲 頂 柱 体 的 体 息 。 

所 谓 曲 项 柱 体 是 指 这 样 的 立体 : 它 的 底面 是 хОу 平面 上 一 个 有 界 .可 求 面 积 的 区 域 
р, О 上 的 恒 正 的 连续 函数 = = f(x,y) 所 代表 的 曲面 ,侧面 是 以 D 的 边界 曲线 为 
准 线 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 (图 5-1)。 现 在 来 讨论 如 何 定义 并 计算 这 个 曲 顶 柱 体 的 体 
积 V。 

假如 柱 体 是 平 顶 的 ,我们 知道 它 的 体积 可 用 公式 
体积 = 底面 积 x 高 来 计算 。 现 在 所 讨论 的 柱 体 是 曲 顶 
的 , 当 点 (z,y) 在 区 域 D 上 变动 时 ,高 度 AFLz ,y) 是 个 变 
量 , 因 此 其 体积 不 能 直接 用 上 式 来 计算 。 分 析 这 个 问 
题 ,我 们 不 难看 到 它 与 求 曲 边 梯形 面积 问题 是 类 似 的 ， 
那么 可 以 用 与 定 积 分 类 似 的 办 法 ( 即 分 割 .近似 代替 、 求 
和 、 取 极限 的 办 法 ) 来 解决 它 。 

1. 分 割 : 用 有 限 条 曲线 任意 地 把 区 域 D 分 成 不 相 
Ж#Н n 个 小 区 域 Acl,Acz…,Ac,, 并 且 也 用 这 些 记号 
Aa(i=1,2,…,2) 表 示 各 个 小 区 域 的 面积 ,相应 地 ,分 图 5-1 
别 以 这 些小 区 域 的 边界 曲线 为 准 线 \ 作 母线 平行 于 s 轴 的 柱 面 , 把 原来 的 曲 顶 柱 体 分 为 
个 小 曲 顶 柱 体 (图 5-2)。 每 个 小 曲 项 柱 体 的 体积 用 AVi(i =1,2,…,n) 表 示 。 

2. 近似 代替 :在 每 个 小 区 域 上 任 取 一 点 (&1， 71) (8, 72) "っ (きっ 力 ) ,用 高 为 z; = f 
Cion RA Ло, 的 平 顶 柱 体 的 体积 f E, p) Ло; 近似 代替 第 i 个 小 曲 顶 柱 体 的 体积 
AVY,, 即 





ЛУ; f(6; ‚л ) Ао; (i=1,2,.…,n) 
3. 求 和 :这 п 个 小 平 顶 柱 体 体 积 之 和 可 以 认为 是 整个 曲 顶 柱 体 体积 的 近似 值 , 即 


V = УЛУ; = DSE, р) До, 
i=] i=1 
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4. 取 极 限 : 记 4 = maxd (Ao, ) 表 示 这 n 个 小 区 域 的 
直径 4d (Ao;)(i=1,2,…,n) 中 的 最 大 者 (所 谓 直径 是 指 一 
个 闭 区 域 上 任意 两 点 间距 离 的 最 大 者 ), 当 4 一 0 时 (可 理 
解 为 Ag, 收缩 为 一 点 , 取 上 述 和 式 的 极限 ,所 得 的 极限 便 
自然 地 定义 为 所 论 曲 顶 柱 体 的 体积 V, 即 

V= km 1}: Ао; 
例 2 非 均匀 平面 薄板 的 质量 。 
设 有 一 平面 薄板 占有 хОу 平面 上 的 闭 区 域 D, 它 在 点 
图 5-2 (z,y) 处 的 面 密度 为 p(x,y), 这 里 р(х,у) >20, HÆ D 

上 连续 ,现在 计算 该 薄板 的 质量 M。 

我 们 知道 ,如 果 薄 板 是 均匀 的 , 即 面 密度 是 常数 ,那么 薄板 的 质量 可 以 用 公式 

质量 = 面 密度 x 面积 

来 计算 。 现 在 面 密度 p(x ,y) 是 变量 ,该 薄板 的 质量 不 能 直接 用 上 式 来 计算 。 但 例 1 中 
用 来 处 理 曲 顶 柱 体 体 积 问题 的 方法 完全 适用 于 本 问题 。 

先 分 割 区 域 D уп 个 小 闭 区 域 Acl ,Acz,…,Ac，，% 

(图 5-3) ,在 每 个 小 区 域 上 任 取 一 点 (后 ,71) (0, о), 
ey (Ens Ma) IEE, LAAC E: , 方 ) 处 的 面 密度 o (8, 1р) 
代替 第 i 个 小 区 域 Ac 上 各 点 处 的 面 密 度 , 得 到 第 i 个 
小 区 域 所 代表 的 第 i 块 小 薄板 质量 的 近似 值 p( , yi) 
Ав;( 二 1,2,…,n), 于 是 整个 薄板 质量 的 近似 值 为 





SISA 


域 中 的 最 大 直径 , 当 区 域 D 无 限 细 分 , 即 当 4 一 0 时 ,上 
述 和 式 的 极限 就 是 所 求 平面 薄板 的 质量 , 即 
M = lim > PS › NIAo; ~ 

上 面 两 个 例题 的 实际 意义 虽然 不 同 ,但 解决 问题 的 方法 是 一 样 的 ,所 求 的 量 都 归结 为 
同一 形式 的 和 式 的 极限 。 而 在 实际 问题 中 ,有 许多 物理 量 或 几何 量 都 可 归结 为 这 一 形式 
的 和 式 的 极限 。 因 此 ,可 以 抽象 出 二 重 积分 的 数学 定义 。 

【定义 1】 设 二 元 函数 z= 人 x,y) 在 団 区 域 上 连续 ,将 闭 区 域 D 任意 分 成 几 个 
小 闭 区 域 Ag」,Ag。 , …, Ag。 ,其 中 До, 表示 第 i 个 小 闭 区 域 ,也 表示 它 的 面积 。 在 每 个 小 


闭 区 域 Ao; 上 任 取 一 点 (各, p) ERB SCE, pAg =1,2, n) HEM У) (も, 
7;)Aoi, 记 Ло; 的 直径 为 4(Ao;)(i=1,2,…,7), 并 令 和 = maxd (Ac; ) 表 示 这 n 个 小 闭 区 
域 上 的 最 大 直径 , 若 当 4-*0 时 ,上 述 和 式 的 极限 存在 , 且 极 限 值 与 闭 区 域 D 的 分 法 和 点 
(& 六) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 (double integral), 
记 作 A 7,y)do , 即 


D 
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ПС, эво = ар) 706, A 
Ж (с, у) ИЯР, / (с, у) дс 叫做 被 积 表达 式 ,dc 叫做 面积 元 素 , (element of area), x 
与 y 叫做 积分 变量 , 叫做 积分 区 域 (region of integration), DACE, Ао; 叫做 积分 


和 。 

在 二 重 积分 的 定义 中 ,由 于 对 闭 区 域 D 的 划分 是 任意 的 ,所 以 为 了 应 用 方便 ,我们 常 
用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 划分 吕 , 除 了 包 合 边界 点 的 一 些小 闭 区 域外 ,其 余 的 绝 大 部 
分 的 小 闭 区 域 都 是 矩形 闭 区 域 ( 图 5-4)。 若 将 小 矩形 闭 
区 域 的 两 边 长 度 记 为 Az 和 Ay, 则 小 矩形 域 的 面积 为 
Ac=Az'Ay, 相 应 地 ,面积 元 素 为 dg = dzdy, 因 此 在 直 
角 坐 标 系 下 ,二 重 积分 也 可 以 记 作 


zazoy 
从 而 ° 
IGE = ІЕЕ 


ЕФ ахау 叫做 直角 坐标 系 中 的 面积 元 素 。 
根据 二 重 积 分 的 定义 , 曲 顶 柱 体 的 体积 是 曲 项 上 点 
НЕА (с, у) D 上 的 二 重 积分 , 即 


v = Gy)az 


非 均匀 平面 薄板 的 质量 是 它 的 面 密度 函数 p(xz,y) 在 薄板 所 鼎 的 闭 区 域 D 上 的 二 重 积 
分 , 即 





M = le.yas 


关于 二 重 积分 , 须 作 以 下 几 点 说 明 : 

(1) 可 积 性 :与 定 积分 类 似 ,可 以 证 明 , 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 总 是 可 积 的 。 

(2) 表 示 法 :由 于 二 重 积分 是 和 式 的 极限 ,因此 是 个 数 ,这 个 数值 的 大 小 仅 与 被 积 函数 
及 积分 区 域 有 关 , 而 与 积分 变量 的 表示 法 无 关 , 即 应 有 


Jre, y)dzdy = [гч v)dudv 


《3) 几 何 意义 : 根据 二 重 积分 的 定义 ， AT ERREA ,y) 看 作 是 空间 中 的 一 na 
曲面 。 当 (с, у) 20 时 , 曲 顶 柱 体 在 хОу 平面 的 上 方 , 二 重 积分 直接 可 以 表示 为 曲 顶 
体 的 体积 ; 当 f(z,y)<0 时 , 曲 顶 柱 体 在 rOy н а савд анж 
其 绝对 值 就 是 曲 顶 柱 体 的 体积 ;如 果 f(z,y) 在 D 上 若干 区 域 为 正 , 而 在 其 余部 分 区 域 为 
负 , 我 们 可 以 把 хОу 平面 上 方 的 柱 体 体积 取 成 正 , хОу 平面 下 方 的 柱 体 体 积 取 成 负 , 那 
么 ,f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积分 就 等 于 这 些 部 分 区 域 上 的 柱 体 体积 的 代数 和 。 

定 积分 及 二 重 积分 作为 一 类 和 式 的 极限 的 概念 ,可 以 很 自然 地 推广 到 三 重 积分 , 即 有 
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[| ле. y,z)dv = lm /(& g )Av; 


其 中 do 是 体积 元 素 。 只 不 过 在 三 重 积分 中 ,被 积 函 数 是 三 元 函数 ,积分 区 域 Q 是 三 维 空 
间 中 的 一 个 体积 区 域 。 


5.1.2 二 重 积分 的 性 质 


比较 定 积分 与 二 重 积 分 的 定义 可 以 看 到 ,二 重 积 分 与 定 积分 有 类 似 的 性 质 。 为 方便 
起 见 ,我 们 假设 以 下 所 讨论 的 区 域 为 有 界 闭 区 域 , 且 函 数 在 积分 区 域 上 是 连续 的 ,因而 在 
积分 区 域 上 都 是 可 积 的 。 

性 质 1 常数 因子 可 由 积分 号 内 提出 来 : 


Me. の es = k (z, y)do (k 为 常数 ) 
性 质 2 函数 和 (或 差 ) 的 二 重 积分 等 于 各 个 函数 的 二 重 积分 的 和 (或 差 ): 
|C.) + g(=,y)do = Гусу) + ge, の dz 


性 质 3 如果 区 域 D 由 有 限 个 不 相 重 全 的 部 分 区 域 组 成 , 则 在 D 上 的 二 重 积分 等 于 
在 各 个 部 分 区 域 上 二 重 积 分 的 和 。 例 如 ,DD 分 为 两 个 闭 区 域 D 与 D,, 则 


ese = = ee + ye ッ )dg 


此 性 质 表明 二 重 积分 对 于 积分 区 域 具有 可 加 性 。 
性 原 4 如 果 在 区 域 D 上 ,f(zx,y)=1,o 为 区 域 D 的 面积 , 则 


с = IË "do = [а 
该 性 质 的 几何 意义 是 很 明显 的 。 因 为 高 为 1 的 平 顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 等 于 该 柱 体 的 底 


面积 。 
性 质 5 如 果 在 D 上 ,f(x,y) 三 g(x,y), 则 有 不 等 式 


ey < [асе у)аа 


特殊 地 ,由 于 
-[|f(z,y)|<f(z,y)< | f(z,y)| 
则 有 不 等 式 





za < 17 の ldz 
性 康 6 Мут FINA Р(х, y EAKR D り 上 的 最大 値 和 最小 値 , 2 是 DD 的 面积 ， 
则 有 
mo < fe,y)ao < Ma 
上 述 不 等 式 是 关于 二 重 积分 估 值 的 不 等 式 。 
性 质 7 (二 重 积 分 的 中 值 定理 ) RAR f(z,y) 在 闭 区 域 р 上 连续 ,o 是 り 的 面 


积 , 则 在 刀 上 至 少 存在 一 点 (6, р) ,使 得 下 式 成 立 : 
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[/\х››)Ф% = Сер) +в 


р 


性 质 7 说 明 ,任意 曲 顶 柱 体 的 体积 必 有 一 个 平 顶 柱 体 的 体积 与 之 相等 ,它们 的 底 相 同 ,其 
中 7E,7) 是 被 积 函数 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 的 平均 值 。 


5.2 二 重 积 分 的 计算 


上 节 中 已 经 阐述 了 二 重 积分 的 概念 和 性 质 。 本 节 将 根据 二 重 积分 的 几何 意义 来 说 明 
二 重 积 分 的 计算 方法 ,把 二 重 积分 的 计算 问题 ,转化 接连 两 次 计算 定 积 分 的 问题 。 


5.2.1 在 直角 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 


按照 二 重 积分 的 几何 意义 , 当 (2, у) 20 时 ,二 重 积分 1f(z;y)do 的 值 等 于 以 也 
为 底 , 以 曲面 z= f(z ,y) 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 。 佛 助 这 个 几何 特点 ,我 们 用 “切片 法 ” 
来 求 曲 顶 柱 体 的 体积 V。 

设 积分 区 域 D 由 两 条 平行 直线 zx=a,z=2 及 两 条 连续 曲线 y= ф(х), у= phr) 
( 在 [z,2] 上 ф(х) <е,(х)) ТЕ. ЕКЫ D 可 用 不 等 式 

a<x<b , plr) SyS p(z) 


来 表示 [图 5-5(a) 、(b)]。 


y y = ф(х) 





(b) 


(a) 


图 5-5 
我 们 用 一 组 平行 于 yOr 面 的 平面 x = zi( 任 取 [a ,5] 上 的 分 点 z НЕ а= z.< x, 
LILEK; LL xr,=b,Axr;= хт; — z;-1)o ЖТ e BJ HI TH FE: ЖЫ) ДИЛЕ A Az,(』 
=1,2,…,?) 的 许多 小 薄片 [图 5-6(a)]。 在 z= <z; 处 ,所 得 截面 是 一 个 以 区 间 [ pi lr), 
Palri) | 为 底 , 以 曲线 z= f(x;,y) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 ,其 在 yOz 平面 上 的 投影 为 图 5-6 
(pb) 中 的 阴影 部 分 。 由 一 元 函数 定 积分 ,这 个 截面 的 面积 为 


2( ァ ,) 
А(х;) = | (zi, y)dy 
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z=f(x,, U) 





(a) (b) 


图 5-6 
一 般 地 ,过 区 间 [a,5] 上 任 一 点 x 且 平 行 于 yOz 面 的 平面 截 曲 顶 柱 体 所 得 的 截面 的 
面积 为 


(хт) 
A(z) = | fx dy 


其 中 у 是 积分 变量 ,xz 在 积分 时 保持 不 变 。 因 此 在 [oa ,5]j 上 ,4(z) 是 z 的 函数 。 
由 于 小 薄片 切 得 很 薄 , 厚度 为 Azi = x; 一 zi-1(i = 二 1,2,…,n), 所 以 第 i 个 小 薄片 的 
体积 近似 为 


0,(z;) 


Az. |” fy)dy (i=1,2,:"" п) 
然后 把 这 п 个 近似 的 小 薄片 的 体积 相 加 ,作为 整个 曲 顶 柱 体 体积 的 近似 值 , 即 
z 2(z;) 
үл > fd]. Аа 
当 wo Az, 无 限 缩小 , 即 A= max IA |0 时 到 上 述 和 式 的 极限 ,就 得 到 曲 顶 柱 体 的 
体积 V, 即 


А z pl(z;) | 


= lim A(z;)Az; 


= [Alaz 
= Pa dy [a 
又 因 
V = [ес yazdy 
所 以 ・ 


ес удае = || fa ds Jaz 
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上 式 右 端的 积分 电 做 先 对 y JERI x 的 累 次 积分 。 就 是 说 , 先 把 看 作 常数 ,把 (yy) 
只 看 作 y 的 函数 ,并 对 y 计算 从 pi(z) 到 g2(z) 的 定 积分 ,然后 把 算得 的 结果 (当然 是 x 
ARORA x 计算 在 区 间 [a ,b] 上 的 定 积分 。 这 个 先 对 y JAA x 的 累 次 积分 习惯 上 党 
记 为 
b pal) 
J dr) feds 
因此 有 等 式 
5 a(x) 
ope = | de] fz)dy (5-1) 


(= 


这 就 是 把 二 重 积 分 化 为 先 对 y、 后 対 z КАЛА 
上 式 讨论 中 ,开始 假定 了 f(x,y) 之 0, 而 由 二 重 积分 的 几何 意义 ,没有 这 个 条 件 限 
制 , 公 式 (5-1) 仍 然 成 立 。 
类 似 地 ,如 果 积 分 区 域 D 可 用 不 等 式 
#(y)<x=< (у) , c<y<d 
来 表示 [图 5-7(a) ,图 5-7(b)], 基 中 yi(y)、y(y) 在 区 间 [c ,qd] 上 连续 ,那么 有 等 式 


Sie, yardy = | ozsy)dz (5-2) 


лбу) 
"リッ 


(a) (b) 





图 5-7 

这 就 是 把 二 重 积分 化 为 先 对 z JEA y 的 累 次 积分 公式 。 

我 们 把 公式 (5-1) 中 所 对 应 的 那 种 类 型 的 积分 区 域 叫 做 X 型 区 域 。 此 区 域 的 特点 
Æ: F D 内 部 昌平 行 于 y 轴 的 直线 与 DD 的 边界 相交 不 多 于 两 点 ; 而 把 公式 (5-2) 中 
的 那 种 类 型 的 积分 区 域 叫做 Y 型 区 域 。 此 区 域 的 特点 是 ， 穿 过 D 的 内 部 且 平 行 于 x 轴 
的 直线 与 DD 的 边界 相交 不 多 于 两 点 。 如 果 计 算 中 遇 到 积分 区 域 D 既 不 是 X 型 区 域 又 不 
是 了 型 区 域 的 情形 ， 我 们 可 以 把 р 分 为 几 部 分 ， 使 每 个 部 分 是 X 型 区 域 或 是 Y 型 区 域 
(图 5-8)， 这 样 在 每 个 部 分 区 域 ， 内 分 别 用 公式 (5-1) 及 (5-2) 来 计算 ， 再 根据 二 重 
积分 的 性 质 3， 把 结果 求 和 就 可 以 了 。 

如 果 积 分 区 域 D 既是 X 型 区 域 又 是 Y 型 区 域 (图 5-9) ,那么 公式 (5-1) 和 (5-2) 都 可 
以 用 。 将 它们 加 以 比较 ,不 难得 到 等 式 


Qa ,y)de = | чє] ,y)dy 
D 
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特殊 地 ,如 果 积 分 区 域 D 为 矩形 区 域 , 即 D: a z<, 
с«у<а (В 5-10)]5 25% 


Гесэ) = [arf Feya 


6 z - [ay| Ke, dz 
m ss 此 式 表明 累 次 积分 与 积分 的 先后 次 序 无 关 。 
在 计算 二 重 积分 时 , 先 画 出 积分 区 域 D 的 图 形 ,再 判别 积 
分 区 域 的 类 型 ,然后 找 出 区 域 D 中 的 点 x 、y 坐标 所 满足 的 不 等 式 , 来 确定 累 次 积分 的 上 、 
下限 。 





Æ 5-9 图 5-10 


例 3 计算 | (1 -至 - 3 lardy ,其 中 D: -2<z<2， -1<y<l。 
D 


解 : KR D: -2&1 S2, - 1sSysS1 是 矩形 区 域 ,如 果 取 先 对 y\ 后 对 z 的 积分 顺 


序 得 
101-4 - す Js = f az 位 = 到- 3 ja 


= a 


-2 一 


如 果 取 先 对 x ,后 对 y 的 积分 顺序 则 可 以 得 到 同样 的 结果 。 
例 4 ЕЕ ч = z 及 直线 y= z -2 所 围 成 的 区 域 。 


解 : 积分 区 域 D 如 图 $-11 所 示 。D 既是 X 型 、 NE Y 型 区 域 , 若 按 Y 型 区 域 、 即 
先 对 x 、 后 对 у 积分 得 


[zaza = |, за 
р 
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-1 
- J [y(y + 202 — 35] dy 
нз эф 
若 按 X 型 区 域 计算 , 即 先 对 > 后 对 z 积分 ,可 把 D 分 
为 Di 和 D: 两 部 分 (图 5-12) 
Di: 0<<z<1,-/z<y< z 
О: 1<<x<4,z -2< y< ух 图 5-11 
因此 ,根据 二 重 积分 的 性 质 3, 就 有 


[zydzdy = lazey + [агау 
D D, D; 





= aoa + dz| zydy 


可 见 , 此 式 计算 要 比 前 一 种 积分 次 序 麻烦 。 





图 $-12 Ё 5-13 


例 5 計算 | саа, РО MARY = 0,y = z 及 zx = 1 BUR, 


解 ; 积分 区 域 D 如 图 5-13 所 示 。 单 从 积分 区 域 来 看 ,似乎 两 种 积分 次 序 适 算 难 易 
相当 ,但 注意 到 被 积 函 数 e-* 的 原 函数 不 能 用 初等 函数 表示 , 故 不 宜 采 用 先 x. 后 у 的 积 
分 顺序 计算 ,只 能 先 对 y、 后 对 z 积分 ,于 是 


|| esaray = Га |е = [е] odz 
D 


-fee [7] 


上 述 例 子 表明 ,把 二 重 积分 化 为 累 次 积分 时 ,需要 根据 积分 区 域 D 和 被 积 函 数 的 特 
点 ,选择 恰当 的 积分 次 序 进行 运算 。 


例 6 更 换 积 分 
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I = KUNO „y)dy + a ла „y)dy 


的 积分 次 序 。 
解 : 积分 的 积分 区 域 D 是 由 两 个 区 域 Di 和 D. 组 成 ,其 中 D, :0<+<1,0<y<> 


D2:1<r<3,0<y< 十 3- =). 





原 题 设 的 是 先 对 > 后 对 z 的 累 次 积分 。 如 果 要 更 换 积 
分 次 序 , 即 先 対 > 后 对 y 积分 ,那么 先 固 定 y, 将 区 域 D 的 
边界 曲线 改写 成 
х = Му, х =3-2у 
于 是 D ту 2<3 – 2у,0<у<1, МЇ 


І = ルル < の azqy 


1 3-2 
图 5-14 = [af "Fa, y)dz 
У 


例 6 的 结果 表明 , 先 对 у 后 对 xz 的 累 次 积分 可 以 改变 成 先 对 z 后 对 y 的 累 次 积分 。 
反之 也 有 相同 的 结论 。 


5.2.2 在 极 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 


有 些 二 重 积分 ,在 直角 坐标 系 下 计算 频 为 麻烦 ,甚至 不 能 得 到 结果 。 但 如 果 将 直角 坐 
标 系 化 为 极 坐标 系 下 二 重 积 分 的 计算 ,方法 却 很 简单 。 这 种 方法 ,对 积分 区 域 是 圆 域 或 圆 
的 一 部 分 及 被 积 函 数 为 f(x + y) 的 形式 计算 往往 要 简单 得 多 。 

在 极 坐 标 系 下 计算 二 重 积分 , 需 将 积分 区 域 D 和 被 积 函 数 都 改 用 极 坐 标 表示 ,并 在 
极 坐 标 系 中 求 出 面积 元 素 。 

首先 ,利用 关系 式 z= rcosg,y= rsn0 (0 委 r< + e ,0<0=2z), n] 3848 Ж 
f(x,y) 化 为 极 坐标 系 中 积分 变量 x ,9 的 函数 

f(z,y) = f(rcos0,rsin0) 

其 次 ,假定 过 极点 的 射线 与 积分 区 域 相交 不 多 于 两 点 ,为 了 求 出 极 坐 标 系 中 的 面积 元 
Ж dc ,我 们 用 一 组 以 极点 为 中 心 的 同心 贺 ;x = 常数 和 一 组 从 极点 出 发 的 射线 :0= 常数 ， 
将 闭 区 域 D 分 成 n 个 小 闭 区 域 (图 5-15), 设 Ac 是 极 角 分 别 为 86 和 0 + A0 的 两 条 射线 及 
半径 分 别 为 r 和 x + Ar 的 两 条 图 弧 所 围 成 的 小 闭 区 域 。 则 由 扇形 的 面积 公式 得 


うど 9 








Ag = to + Az)<A9 — 
= rArA0 + T (Ar)2A0 
BERNER (Ar)2A0, EA AoserArAb, 于 是 面积 元 素 为 do = rdrd0 
这 样 ,我 们 便 得 到 了 二 重 积分 在 极 坐标 系 下 的 计算 公式 
zz ,y)dzdy = cese , rsin0) ヶ d ヶ d の 


其 中 +drd0 就 是 极 坐标 系 中 的 面积 元 素 。 
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极 坐 标 系 中 的 二 重 积分 ,同样 可 化 为 时 次 
积分 来 计算 。 下 面 分 两 种 情形 来 说 明 。 


一 \ 极 点 不 在 积分 区 域 D 内 


这 时 积分 区 域 D 在 两 条 射线 9=a 与 9=8B 
之 间 ,射线 与 区 域 边界 的 交点 把 区 域 边界 分 为 
两 部 分 :r= 7100), = гә(0) AMER р 可 表 8 
示 为 D: a <0< 8, (0)< r < r, (0) 
[图 5-16(a) ,5-16(b)] ,于 是 在 极 坐标 系 下 ,二 8 5-15 
重 积分 化 为 累 次 积分 的 计算 公式 为 


r=r2(0) Р г= (0) 
А レズ 
/ nt 一 


图 5-16 





В r,(0) 
x rcos0,rsin0)rdrd0 = | aof a rcosd, rsinf)rdr (5-3) 
5 a ri 


r=r(0) 二 、 极 点 在 积分 区 域 D 的 内 部 


如 图 5-17 所 示 , 设 区 域 D 的 边界 方程 是 x = >(9), 这 
时 区 域 D 可 表 为 D:0 志 9 过 2x ,0 过 7 志 7 (09), 于 是 在 极 坐 标 
系 中 的 二 重 积分 化 为 累 次 积分 的 计算 公式 为 
лсо ,rsin0)rdrd0 = UW rcosd, rsin8) "ағ 


图 5-17 
m (5-4) 


例 7 计算 [| асау ,其 中 р 是 单位 圆 在 第 一 象限 的 部 分 。 


解 : 在 极 坐标 系 下 ,积分 区 域 D 可 用 不 等 式 0 入 4 入 > ,0 入 r 委 1 表示 (图 5-18)。 
于 是 
2 2af! 2 ， 2 
Е ахау = |, d9| reos * ееп * rdr 
J 
£ 1 
= | совла 86 | rtdy 
0 0 


= 1 |: ‚2 _ 1 
= < o Cos の sm 010 = 15 
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йв 计算 | V27F атау, Eh D EB 22 + 2=2y 


所 围 成 的 区 域 。 

R: 积分 区 域 D ШИ 5-19 所 示 。 圆 22+ у2=2у 的 极 
坐标 方程 为 > = 2sin6, 则 D J На: 0<0<т,0<,< 
2sin0 表示 。 

”所 以 


图 5.18 [vz + ydzdy = f- * ғағаб 
D D 


т 2sin0 
= | aof r?dr 
0 0 


т „3 
— アー]2sim の 
= [EF Rao 





= 5 оо? ー 1)dcos0 = す 
例 9 计算 fet aray , 基 中 D El + y2 = a2 ТЕ 9 


D 
第 一 象限 的 部 分 。 
Ж: 在 极 坐标 系 下 , 圆 z2+ уг =a 的 极 坐标 方程 是 г 
=a, 因 此 ,积分 区 域 р 可 用 不 等 式 0<0<,0<r<a 表 
示 , 从 而 






+ у2=2 0 


y=2sing 


对 于 本 例题 ,如 果 采 用 直角 坐标 计算 ,由 于 e de 不 能 用 初等 函数 表示 ,所 以 算 不 出 来 。 


下 面 利 用 此 题 的 结果 ,来 计算 广义 积分 |。 dz 。 
考查 三 个 闭 区 域 ， 
Dix? + у*#< Е?,х>0, у) 
Ю»:х? + у*<2Е?,х>0,у;>0 
S:0<x<R,0<y< R 

显然 有 DICSCD:( 图 5-20)。 


由 于 e-* -> >0, 从 而 展 布 在 这 三 个 闭 区 域 上 的 二 重 积分 之 间 有 不 等 式 
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2 2 2 2 2 2 
fe I dzdy < Je 77 dzdy < [== d dzdy 
D, s D, 
因为 
2,2. 2 _ R 2.2 R 2 _ Е - 2 
由 Yaz = | < dzj ey = (| е dz ] 
再 由 例 9 的 结果 有 
fer- aray = (1-е#) 


D, 





| er агау = Za ~ e) 
于 是 上 面 的 不 等 式 可 以 写成 
01-е) (casy <та- е2) 
再 令 R>+ co ,上 式 两 端的 极限 都 是 -4 ,所 以 
reg = Ут 


2 
此 积分 在 概率 论 中 常 遇 到 ,我 们 称 它 为 概率 积分 。 如 果 再 作 一 个 变换 , 令 Vbz = t, MA 


pr た -y 1 [хх 
|| e dz 75) et аг 2 ヵ 


这 类 积分 很 重要 ,在 一 些 实际 问 题 中 经 常 出 现 。 


5.3 二 重 积分 的 简单 应 用 
5.3.1 几何 上 的 应 用 
一 平面 图 形 的 面积 


设 平 面 曲线 所 围 成 的 部 分 为 一 个 闭 区 域 万 ,由 二 重 积分 的 性 质 4, 可 得 该 区 域 D 的 
面积 o 为 


с = [агау 


例 10 求 由 抛物 线 y= х2,у=4- х2 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 。 
解 : 积分 区 域 D 如 图 5-21 所 示 , 祝 D 为 XX 型 区 域 ,并 求 出 交点 坐标 为 ( -V2,2) 及 
(y2,2) ,注意 到 图 形 的 对 称 性 ,有 


с = [аа = af aaf ау 
A х 


5 
= ?| (4 ー 2z2)dz = 5242 
0 
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二 、 空 间 立 体 的 体积 


根据 二 重 积分 的 几何 意义 ,以 хОу 平面 上 闭 区 域 D 为 
底 ,以 D 上 的 二 元 函数 == f(z,y) 曲 面 图 形 为 顶 的 曲 顶 
(402.2) 2.2) 柱 体 的 体积 为 






v = | | f(z, lazdy 


- #11 求 由 两 个 圆柱 面 z2+ y2 = R2 和 z? + 22 = 
R? 相交 所 围 成 的 立体 的 体积 。 
解 : 如 图 5-22(a) 所 示 。 利 用 立体 关于 坐标 平面 的 
图 5-21 对 称 性 ,只 要 算出 位 于 第 -- 卦 限 部 分 的 体积 V1, 它 的 8 倍 
就 是 所 要 求 的 体积 V。 





(a) (b) 


图 5-22 
所 求 立 体 在 第 一 卦 限 部 分 可 以 看 成 是 一 个 曲 项 柱 体 , 它 的 底 为 D:;0 所 zx 志 R,0 志 y 志 


/ R2— z [图 5-22(b)] 它 的 顶 是 柱 面 z = V R — z2 , FE 
үү = [e ー х?йтду 


= Гар ® RTPA 


2 _ 
= Р УЕ? 22| R T dz 


=f (R? — z2)dz = тв 


从 而 所 求 立 体 的 体积 为 \= ミ 8V」= lepa, 
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5.3.2 物理 及 力学 上 的 应 用 


一 .平面 薄板 的 质量 
由 第 五 章 的 例 2 及 二 重 积 分 的 定义 可 知 ,占有 zOy 平面 上 的 闭 区 域 中 , 面 密度 为 o 
(zx,y) 的 平面 薄板 的 质量 为 
M = ee,y)azqy 


例 12 设 平面 薄板 的 面 密度 为 p(xz,y)=x ty, KRH E y 
线 z+y=l,z=0,y=0 所 围 成 的 平面 薄板 的 质量 。 

Ж: 平面 薄板 在 xOy 平面 上 所 占有 的 区 域 D 如 图 5-23 
所 示 。 即 D.:0<+r=<1,0<y=1- х 所 求 平面 薄板 的 质量 为 


M = | + 2)dzdy ッ 
D 





= [де], Чч + y)dy 
[2-а Оа. Р 5-23 


1 


先 介绍 乎 面 上 质点 系 的 重心 坐标 公式 。 
设 хОу 平面 上 有 ヵ К, РИПАР РА (ху, ур) (х2, у). (о, у), ЖЕ 
ЛЭ mismos. m, o 由 力学 知识 知道 ,该 质点 系 的 重心 坐标 为 


_ M. 之 m; Е M, > туу; 
アア = м = — y = M = 
27 m | < 
其 中 M,= > тау, М, = > mai 分 别 为 该 质点 系 对 Oy i, Or BJE М = У) т, 


为 该 质点 系 的 总 质量 。 

现在 利用 上 述 公 式 确定 平面 注 板 的 重心 。 

设 平面 薄板 占有 хОу 平面 上 的 闭 区 域 了 ,在 点 (z,y) 处 的 面 密度 为 p(x ,y), 并 假定 
P(r,y) 在 D 上 连续 。 为 求 该 薄板 的 重心 ,我 们 将 区 域 D 分 成 个 小 区 域 Ac (i =1,2, 
n), Ж Ao 上任 取 一 点 (z;,y;) ,假定 把 Ag, 的 近似 质量 p(x;, у) Ас, 看 作 和 集中 在 这 一 
点 上 , 则 它 对 oz 轴 的 静 力 矩 的 近似 值 为 y;* p(xz;,y;)Ao;(i=1,2,…,n), 作 和 


У) yol zi у) 
就 是 整个 薄板 对 Ох 笛 的 静 力 年 的 近似 値 。 当 ヵ ーoo, Ao; ЯЛ, ВА = 
max { Ао; |0], HERRER ЕТЕ, Ж ИЕ ЖЖ БОМ Oz ШИ Ж M. , 
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BI M, = lim》) урба, удо; 同 理 ,可 得 薄板 对 Oy ЯНЕШЕ M,, Bl 


M, = lim >) (жу, удо; 
根据 二 重 积 分 的 定义 , 便 得 
M, = [осе ydzdy, M, = [осу?а ау 


薄板 的 质量 为 
M = oCz,y)drdy 
所 以 薄板 的 重心 坐标 为 | 
[otz,»)dzd Геб, y)dzdy 
== 0 - y = М= (5-5) 








У = 
[сз M [иеш 
如 果 薄 板 是 均匀 的 ， 即 面 密度 是 常数 ， 由 公式 (5- 5) 便 得 均匀 平面 薄板 的 重心 坐标 
т = 1 (агау, у= 2 (агау (5-6) 


其 中 A = [аа HERD 的 面积 。 这 时 薄板 的 重心 完全 由 闭 区 域 D 的 形状 所 決定 。 


例 13 求 由 抛物 线 y*=4z 及 直线 y=2 及 Оу 轴 所 围 成 的 
一 均匀 平面 薄板 的 重心 坐标 。 
解 : 平面 薄板 所 占 的 Oy 面 的 区 域 为 D:.0<< y<2,0< x< 


于 (图 5-24)。 由 于 薄板 是 均匀 的 ,可 以 用 公式 (5-6) 来 计算 。 
因为 





А = [агау = Рыа = [ デュ = Е 
D 


1 2 
图 5-24 | _ P (> _ l 4。 1 
j rdzdy = |]: zdr = |, 327 ду = 5 


所 以 所 求 的 重心 坐标 为 
E= l 1 3 -二 .1-23 
T= 2 5 10 U 2 - 2 
3 3 
三 平面 薄板 的 转动 惯量 


根据 力学 知识 ,质点 绕 某 一 定 轴 旋 转 的 转动 惯量 是 质点 的 质量 m 与 这 个 质点 到 这 
定 轴 之 间距 离 x 的 平方 的 乘积 , 即 Г = mm 一 。 质 点 系 对 某 一 定 轴 的 转动 惯量 ,就 是 该 质点 
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系 中 各 质点 对 该 轴 的 转动 惯量 之 和 。 因 此 ,用 类 似 于 求 平 面 薄板 重心 的 方法 ,可 求 得 位 于 
хОу 平面 団 区 域 D 上 的 一 块 面 密度 为 p(z,y) 的 平面 薄板 ,对 Oz 轴 、Oy 轴 的 转动 惯量 
1..1, 38 


I, = ze, の dzdy, 
D 


L, = ze(c.y)dzdy (5-7) 
例 14 求 半径 为 a 的 均匀 半圆 薄板 ( 面 密度 为 。), 
对 于 其 直径 边 的 转动 惯量 。 


解 : ЖУН 5-25 所 示 , 则 半圆 薄板 所 占 的 
区 域 为 D:z*+ ya*,y 宇 0。 而 所 求 的 转动 惯量 即 为 
半圆 薄板 对 于 Ох 轴 的 转动 惯量 Г.о Вр 


L = zazdy 
り 





ー 中 | r2sir20 .rdr 





x 4 
— 2A. £ 
= е sin 0 4 
4 rr 
= aef sn の d9 


Lato ・ > = 1 ма? 


099 


其 中 M= rato 为 半圆 薄板 的 质量 。 


5.4 曲线 积分 


前 面 讨 论 的 定 积分 是 以 Oz 轴 的 一 段 为 积分 区 闻 ,二 重 积分 是 以 zOy 平面 上 的 一 个 
闭 区 域 为 积分 区 域 。 但 客观 存在 着 一 些 具体 问题 ,促使 我 们 必须 把 积分 范围 改变 到 一 段 
曲线 弧 上 来 。 以 一 段 曲 线 为 积分 范围 的 积分 称 为 曲线 积分 。 本 节 将 阐述 有 关 这 种 积分 的 
一 些 基 本 内 容 。 


5.4.1 对 弧 长 的 曲线 积分 (第 一 类 曲线 积分 ) 


一 、 概 念 和 性 质 


如 果 把 二 重 积分 区 域 D 看 成 是 一 条 曲线 只 类 似 于 二 重 积 分 定义 的 思想 方法 ,可 给 
出 第 一 类 曲线 积分 的 概念 。 

【定义 2】 ELA хОу 平面 内 的 一 条 光滑 曲线 弧 , 函 数 F(z,y) 在 世上 有 界 ,A、B 
是 的 两 个 端点 。 依 次 用 分 点 A= Mo М.М, I. M, = B 把 2 任意 分 成 个 小 弧 段 
ММ, -MiMe M, -1M ,每 小 段 的 纤长 记 为 As;(i=1,2,…,n)。 在 M,_1M; 上 任 取 
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— (6, 7;), 作 乘积 f(é,, ;) Аз; (i =1,2,…, п), FEA DAE, Asi ДА = 
max {A 5; } Желк ЛЕД БЕН) ҖЕ КЕ, е ぇ 一 0 时 ,上 述 和 式 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 函 


数 flx, y EHR У БЕК AHR curvilinear integral , with respect to arc length) 3k 
称 为 第 一 类 曲线 积分 , 记 作 


| flz,wds 


Ga = im 3) (8, тл, 


其 中 Az,y) 叫 做 被 积 函数 ,和 叫做 积分 弧 段 。 
由 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 可 知 , 它 有 以 下 性 质 。 


| gfCz y)ds = k| fz dsCk 为 常数 ) 


BB 


2 | yy + g(z,y)]ds = | Ah +| в(т,у)% 
з # H A. #0, ДЖ 
eps = |, зав + | fa yds 
弧 长 的 曲线 积分 与 曲线 的 方向 无 关 , 因 为 在 定义 中 ,4s; {УЖЕ CHEER, ЖН 
曲线 方向 的 改变 而 改变 符号 。 
二 .第 一 类 曲线 积分 的 计算 法 
【定理 1】 设 fx,y) 在 曲线 弧 人 上 有 定义 上 是 连续 ， 的 参数 方程 为 | 


其 中 gp(z)、y(z) 在 [a,B8] 上 具有 一 阶 连续 导数 ,日 [gp (:)]2 + o (DP 夭 0, 则 曲线 积分 
| Уе, yds 存在 , 且 


a<: <, 





Усе) = Тег) gn] VIPP +1600) Pdt (a<p) (5-8) 


(证 明 略 。) 

此 定理 表明 ,计算 对 弧 长 的 曲线 积分 | 7( ょ ,y)ds 时 ,只 要 把 xy ds 依次 换 成 gp 
(е) фе) М Ге (2) 2+ (r) dt, 然后 从 wx 到 8 上 作 定 积分 即 可 。 要 注意 的 是 : 定 积 
分 的 下限 а 必须 小 于 上 限 p。 

如 果 平面 曲线 《的 方程 为 y= (z), a Srb 那么 此 方程 可 以 看 作 是 特殊 的 参数 
方程 








于 是 由 公式 (5-8) 得 到 
CD が = [fiz pV Со Paz (а<Ь) 


类 似 地 ,如 果 曲 线 4 的 方程 为 x = oly), c Syd ,那么 此 方程 可 以 看 作 特殊 的 参数 
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方程 
z= ф(у) 
y = y 


c< y <d 





则 有 
[св = [Hooy VT ЎР 


例 15 计算 | zyds ,其 中 9 是 单位 圆 在 第 一 象限 的 部 分 。 


Ж = cost 


解 的 参数 旋 程 为 | Шс 
y = зіп? 
所 以 





| ds = ІК + sint * v (= sint Y + (cost )2 dz 


_ 1%. _ 1 
= 5 05102101 = 5 


#116 ЖЯ] уа НИВ у= 22 上 点 0(0,0) 到 点 B(1,1) 之 间 的 一 自 
ЖД 
解 : 因为 LAHE у= х”,0<<х<1 给 出 (图 5-26), 所 以 





| Уу = | Z=. + (2+)2dz 
Ф 0 
= Гау 1+ 4z2dz 


га + 4z2)32]4 
= 1055-1) 
РНК ОВУ, ЖЕЕ х 2, НАУК (5-8), TU% 图 5-26 
似 地 推广 到 空间 曲线 了 的 情形 , 即 





| fa yd = mD AEn DAs 
又 若 P 的 参数 方程 为 :z= (4), ッ = y(t),z=w(1),a<1<B, 则 有 公式 
レッ の ds = [o (в) СУТ + О To Cr) Pa: 
(a< В) 





5.4.2 ”对 坐标 的 曲线 积分 (第 二 类 曲线 积分 】 


一 、 概 念 和 性 质 


为 了 计算 变 力 治平 面 曲线 所 做 的 功 , 我 们 给 出 第 二 类 曲线 积分 的 概念 。 
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DEX 3] Ü 2 是 хОу 平面 内 从 点 A 到 点 日 的 一 条 有 向 光滑 曲线 弧 , 函数 P(z, 
y》)、Q(z,y) 在 YY 上 有 界 。 按 的 方向 顺序 用 分 点 A = Mo(zo,yo)、Mi(zl,y)、…、 


-一 个 
М, -1CEn-15Yn-1) MaC Ens Yn) = B Æ LEBDE n ТВ a| 3 EEM, MG =1,2,, 


Тм 
п), A; = xz; T z;- i Ay; = у; =y- ACE, т) М; 1IM: 上 任意 取 定 的 点 。 如 果 当 各 
个 小 统 段 长 度 的 最 大 值 A—0 时 ,和 式 


п 


DIPC, q) Ar + RCG, т; )Лу; | 


的 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 P(z,y) .Q(z,y) 在 有 向 曲线 缴 2 上 对 坐标 的 曲线 积分 
(curvilincar integral with respect to coordinate) ,也 称 为 第 二 类 曲线 积分 。 记 作 


| Plz, ydz + О(х,у)ду 
即 
| Plz,y)az + О(х,у)ду 


= іт >) [P(é&,, т) Дт, + Q(8;,7)Ay;] 
i=1 


Д Р(х,у) .О(х,у)ш К, ШН КВУ. 
对 坐标 x 、y 的 曲线 积分 ,也 可 以 记 作 


| PCz,y)dz = іт >, Р(ё;, р)Ах; 


1.90.5) = 27906, A 


根据 此 定义 ,不 难得 到 变 力 Е(х,у)= Р(х,у) + (х, у)ј 沿 平面 曲线 2 从 A 移 
到 B 对 质点 M 所 做 的 功 为 


W = |=PCz,y)dz + Q(z, y)dy 
对 坐标 的 曲线 积分 ,有 如 下 简单 性 质 。 
1 | paz + kQdy = k| Paz + Qdy(k 为 常数 ) 
2 HHRH 2.2 AR, 
| Paz + Qdy = | Paz + Qdy + | „РФ + Оду 
IR УВ ARRIM, Z 是 与 2 方向 相反 的 有 向 曲线 弧 , 则 
| Paz + Фау =- | Paz + Оду 


此 性 质 表 明 , 当 积分 弧 段 的 方向 改变 时 ,对 坐标 的 曲线 积分 要 改变 符号 。 这 与 对 弧 长 
的 曲线 积分 是 不 同 的 ,因此 关于 对 坐标 的 曲线 积分 ,必须 注意 积分 驱 段 的 方向 。 


二 、 第 二 类 曲线 积分 的 计算 法 


【定理 2】 设 P(x,y)、Q(x,y) 在 有 向 曲线 弧 XY 上 有 定义 且 连 续 ,% 的 参数 方程 为 
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ェ ニ (の 

ッ ニ ッ ( ヵ ) 
34 上 单调 地 由 a 变 到 6 时 ,点 M(z,y) 从 的 起 点 A 沿 曲线 2 运动 到 终点 B, polt), g 
(OEA a K B 为 端点 的 闭 区 间 上 具有 一 阶 连续 导数 , 自 [g(z)]+[y G) ]2=0, Ж 


积分 | PCz,y)dz + Q(z,y)dy 存在 , 目 有 





| PCz,»)dz + Qlz,y)dy 


= | Pg, фе) 14700) + Qp GY ld (5-9) 


《证 明 略 。) 
此 定理 表明 :计算 对 坐标 的 曲线 积分 


| Pz ,y)dz + О(х,у)ду 


时 ,只 要 把 r ydr dy КАЎ ф(г) plt) p (の dz y(t)di ,然后 从 的 起 点 所 对 应 
的 参数 值 a 到 4 的 终点 所 对 应 的 参数 值 8 作 定 积 分 即 可 。 但 要 注意 ,下 限 a 对 应 于 的 
起 点 ,上 限 8 对 应 于 的 终点 , 且 a 不 一 定 小手 8。 


例 17, 计 算 | yde + zdy ,其 中 为 


(DHR y=2x? 上 从 点 O(0,0) 到 B(1,2) 的 一 段 弧 ; 
(2) 有 向 折线 OAB ,这 里 O、A、B 依次 是 点 (0,0),(1,0),(1,2)。 
f: 如 图 5-27 所 示 

(1) 化 为 z 的 定 积分 。 因 为 4: у= 222, х 从 0 变 到 1, 所 以 ， 


2 
| > dz + хау 
1 
= КЕ + z 4х)ат 


1 
= 4| (xt + z2)dz 
0 





(2) 因为 图 5-27 
| paz + хау = | Yaz + хау + | az + zdy 
在 OA E,y=0,z A 0&3] 1, FA 
1 
| ydz + と dy = KO +z.0)dz = 0 
在 AB 上 ,z=1,y 从 0 变 到 2, 所 以 
2 
| dz + хау = о? ・0+ 1)ау = 2 
从 而 
| dz + zdy =0+2=2 
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从 例 17 看 出 ,虽然 两 个 曲线 积分 的 被 积 函 数 相 同 ,起 点 和 终点 也 相同 ,但 沿 不 同 的 积 
分 路 径 得 出 的 值 并 不 相等 。 
例 18 计算 由 原点 O(0,0) 到 点 A(1,1) 的 曲线 积分 : 


f ez + 2у)ах + (2х ~ 6y)dy 
其 中 YY 是 (1) 直 线 у= х; (2) 08 у= z2;(3) 抛 物 线 у= г 
-p (图 5-28). 
Aa) 解 : (1) 化 为 对 x 的 定 积分 。 由 于 у=, х 从 0 变 到 
1 ,于 是 






| (4х + 2у)ах + (2z – 6y)dy 
z 


1 
= КСЕ +2х +2x ~ бх)ах 


5-28 


= | 2zdz = 1 
(2) 化 为 对 z 的 定 积分 。 由 于 А у= 22, x 从 0 变 到 1, 所 以 
| Gz + 2у)ах + (2x — 6y)dy 


L 
= | ez + 2z^)dz + (2x — 622) .2rdx 


= [az + бт? – 12z3)dz = 1 
(3) 化 为 对 y 的 定 积分 ,由 于 Z.z=y2,y 从 0 变 到 1, 所 以 
[а= + 2у)ах + (2x — бу)ау 


1 
= Ге» + 2у) °: 2ydy + (2y? 一 6y)dy 


1 
ü | 6» + 6y” – бу)ду = 1 


从 例 18 看 出 ,虽然 沿 不 同 的 路 线 积分 ,但 曲线 积分 的 值 可 以 相等 。 

例 19 设 有 一 质量 为 m 的 质点 受 重力 作用 在 铅 直 平 画 上 沿 某 一 光滑 曲线 弧 从 点 A 
移动 到 点 B, 求 重力 所 做 的 功 。 . 

B: 取水 平 直 线 为 z $h, y 轴 铅 直 向 下 , (图 5-29), 
则 重力 在 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 P(z,y)=0、Q(z,y) = 
mg ,这 里 g 是 重力 加 速度 ,于 是 , 当 质 点 从 点 A (хо, yo) 4(zo,) 
移动 到 点 B(zi,yi) 时 ,重力 所 做 的 功 为 


w pas Cdy [теу z 





d B(zi.t) 
一 р mgdy = mg (yl _ yo) 
0 


此 结果 表明 ,这 里 重力 所 做 的 功 与 路 径 无 关 , 仅 取决 于 下 
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降 的 距离 。 

通过 例 17、18、19 我 们 知道 ,对 坐标 的 曲线 积分 沿 不 同 路 径 从 起 点 到 终点 的 积分 值 有 
的 相同 ,有 的 不 同 。 不 同 的 值 与 路 径 亦 有 关 ; 相 同 的 值 , 仅 与 曲线 的 起 点 和 终点 有 关 , 而 与 
积分 曲线 的 路 径 无 关 。 对 相同 的 值 的 情形 ,物理 中 把 这 种 力 叫 保守 力 , 否 则 称 为 非 保守 
力 。 

关于 对 坐标 的 曲线 积分 的 概念 及 计算 公式 也 可 以 类 似 地 推广 到 空间 曲线 弧 古 的 情 
形 。 








小 结 

本 章 的 主要 内 容 是 二 重 积分 .第 一 与 第 二 类 曲线 积分 的 概念 ,性质 和 计算 法 ,对 二 重 
积分 的 应 用 也 作 了 一 些 介绍 。 

1. 二 重 积分 是 定 积分 的 推广 ,与 定 积分 有 着 类 似 的 定义 和 性 质 。 对 于 二 重 积分 的 计 
算 ,关键 是 如 何 化 二 重 积分 为 累 次 积分 ,从 而 转化 为 定 积分 的 计算 。 化 二 重 积分 为 累 次 积 
分 ,首先 要 画 出 积分 区 域 的 图 形 ,借助 几何 直观 ,判别 积分 区 域 的 类 型 ,从 而 选择 恰当 的 积 
分 次 序 及 准确 的 积分 限 。 其 次 还 要 根据 积分 区 域 及 被 积 函数 的 特点 ,选择 适当 的 坐标 系 
以 简化 运算 。 应 用 二 重 积分 解决 一 些 实际 问题 ,也 与 定 积分 类 似 ,常常 采用 微 元 分 析 法 。 

2. 关于 曲线 积分 ,实际 上 还 是 定 积分 概念 的 推广 。 对 弧 长 及 对 坐标 的 曲线 积分 ,都 
有 着 很 强 的 实际 背景 。 关 于 对 统 长 的 曲线 积分 应 注意 与 积分 路 线 的 方向 是 无 关 的 ;而 对 
坐标 的 曲线 积分 与 积分 路 线 的 方向 有 关 ,方向 相反 则 整个 积分 要 改变 符号 。 两 种 类 型 曲 
线 积分 的 计算 ,应 用 已 学 过 的 微 积分 方面 的 知识 都 可 以 化 为 定 积分 的 方法 来 计算 。 


J Юю 


1. 根据 二 重 积分 的 性 质 ,比较 下 列 积分 的 大 小 。 
а) (< + ya 与 | (z + y)3do ,其 中 Diz=0,y=0,z+y=1 所 围 成 的 区 域 。 


②) |C + y)2da 与 | (т + y)3d ,其 中 D: 国 周 (z-2)2+ (y = 1)2=2 所 围 成 的 区 
Ы. р р 

2. 化 二 重 积分 [| /(=,›)до 为 累 次 积分 (分 别 列 出 对 两 个 变量 先后 次 序 不 同 的 两 个 
累 次 积分 )。 

(1) DD: 以 (0,0),(1,0),(0,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 

(2) DD: 由 y=x,y=4z 所 围 成 的 区 域 

(3) р; у=0, х? + у= а2(уг0) АН 5 

(4) D:H у= х,х=2 № xy=1(>>0) 所 国 成 的 区 域 

3. 改变 下 列 积分 的 次 序 。 


(D farf Fz,y)dy 
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e Inz 
(2) Faf flx, y)dy 
© (2 ру 
(з) | lc.y)az 
(б [ч]. far + ay Aayar 


4. 计算 下 列 二 重 积分 。 
(1) | sinzsinydzdy D:0 < + < > Ü < y < mo 


② |022 + y)dzdy Diy = 22,52 = z 所 图 成 的 区 域 

(з) 用 zeos(x + у)4хду D: 以 (0,0)，(x,0) (z) 为 顶点 的 三 角形 区 域 。 
со [акау Diz = 2,y = ,zy = 1 所 图 成 的 区 域 

(5) 1 Sazas D:y = z,z = у? 所 转 成 的 区 域 。 


(6) | +y —xz)dz=dy D:y=2,y= x,y = 2x MERKKI. 


5. 利用 极 坐标 计算 下 列 二 重 积分 。 
(1) [еа D:x2 + y <4 
р 
(2) zazdy D: ty < 4,х > 0,y > 0 
D 
(3) 人 aa + 22 + 22)dzdy D:z2 +y < 1, z 0,y> 0 
(4) (4-2 ェ 一 3?)dzdy D:r? +y < 9 


(5) sinV x? + y drdy D: < x2 + у2 < ёт 


— pš ーー ос bt 


(6) ма? – х? – ydrdy D:Ñ 2? + у? = arla >0) 所 围 成 的 区 域 。 








tut 


6. 由 ア =2z 及 工 = 二 所 转 成 的 抛物 线 弓 形 平板 ,其 面 密度 为 p(z,y) = zy2, 求 其 质 


7. ЖЕНИЛ == 1 — 4x2 у? K хОу 平面 所 围 成 的 立体 的 体积 。 
8. 求 由 z+y=a(a>0),z=0,y=0 所 围 成 的 均匀 的 等 腰 三 角形 薄板 的 重心 。 


9. Ж у= z, z =2 所 围 成 的 均匀 菏 板 ( 面 密度 为 。) ,对 Oz 轴 、Oy 转 的 转动 惯 


10. 求 下 列 对 绝 长 的 曲线 积分 。 
(1) | zsinyds 其 中 ZAHR х = 3t,y = 1(0 志 1 < m), 
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プア 時 ステ MV NT 1) 


(2) | (z + y)ds 其 中 & 是 连接 (1,0),(0,1) 两 点 间 的 直线 段 。 
(3) 中 zas EZEN y = ry = zx? 所 围 区 域 的 整个 边界 曲线 。 


(4) f е ダッ ds ЖОР нану = а?,у = х,у = 0 在 第 一 象限 内 所 国 成 


扇形 的 整个 边界 曲线 。 
11. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 。 


(1) | yaz + xdy 其 中 2 为 圆周 x = acost,y = asint 由 ょ z=0 到 z= > 的 
一 段 。 

(2) [02-5200 其 中 了 是 抛物 线 = = xz? 上 从 点 (0,0) 到 点 (2,4) 的 一 段 弧 。 

G) ф zydz JU 为 圆周 (z - a)? +3? = аа > 0) 及 工 轴 所 图 成 的 在 第 一 
象限 内 区 域 的 整个 边界 ( 按 逆 时 针 方 向 绕 行 )。 

(4) | (z+y)dz+ (y z)dy PP ZE; 


1) 抛物 线 y =r 上 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 一 段 弧 ; 
ü) 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 直线 段 ; 
ш) 先 沿 直线 从 点 (t ,1 到 点 (1,2) ,然后 再 沿 直线 到 点 (4,2) 的 折线 。 


(ЖА RER 马 建 忠 ) 
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第 六 章 常 微 分 方 程 


微分 学 和 积分 学 是 从 已 知 的 函数 出 发 ,来 研究 它 的 导数 及 原 函 数 等 问题 。 但 是 ,在 许 
多 实际 问题 中 ,变量 之 间 的 函数 关系 往往 不 能 直接 得 到 ,有 时 需要 我 们 对 问题 进行 分 析 ， 
利用 问题 中 所 提供 的 条 件 , 列 出 含有 未 知 函数 ( 即 所 要 求 的 函数 ) 的 导数 (或 微分 ) 的 方程 ， 
然后 从 方程 中 解 出 未 知 函 数 。 这 类 方程 就 是 本 章 所 要 讨论 的 微分 方程 。 本 章 主要 介绍 微 
分 方程 的 基本 概念 ,常用 的 一 、 二 阶 微分 方程 的 解法 及 其 在 医学 方面 应 用 的 实例 。 


6.1 微分 方程 的 基本 概念 


下 面 我 们 通过 几何 学 和 物理 学 中 的 两 个 实例 来 介绍 微分 方程 的 基本 概念 。 
例 1 一 曲线 通过 点 (1,2) , 且 在 该 曲线 上 任意 点 M(x,y) 处 的 切线 的 斜率 为 2z , 求 


这 曲线 的 方程 。 
ЖЕ: 根据 导数 的 几何 意义 ,可 知 所 求 曲 线 y= y(z ) 应 满足 方程 
ЧУ =2z 或 dy=2zdz (6-1) 
对 方程 两 端 积分 ,得 
ッ =|2zdz у= 2+C (6-2) 


其 中 C 为 任意 常数 。 式 (6-2) 即 是 在 点 M(xz,y) 处 切线 斜率 为 2z 的 所 有 曲线 族 。 
此 处 ,所 求 曲 线 у= y(z) 还 应 满足 下 列 条 件 
X=1 时 ,y=2 或 记 作 y|,-1=2 (6-3) 
将 式 (6-3) 代 入 式 (6-2), 得 2=1*+C, 由 此 定 出 C=1。 把 C=1 代入 式 (6-2), 即 得 所 求 
曲线 方程 
y=x2+1 (6-4) 
例 2 质量 为 m 的 物体 从 空中 自由 下 落 , 若 略 去 空气 阻力 , 求 物体 下 落 的 距离 * 与 
时 间 z 的 函数 关系 *(t)。 
解 : 据 牛顿 第 二 运动 定律 可 知 , 未 知 函 数 *(z) 应 满足 方程 


m ES = mg, Bl dog (6-5) 
对 方程 两 端 积分 一 次 ,得 
v= 8 = [gdt i v = E = g+ С, (6-6) 
再 积分 一 次 ,得 
5 = feet + Сш = 28 + Си + С; (6-7) 


其 中 Ci C 都 是 任意 常数 。 
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此 外 , 设 运动 开始 时 ,物体 的 初始 速度 和 初始 位 移 为 零 , 则 s(z) 还 应 满足 下 列 条 件 
5 1,-0 = 0, v l,=0 = Ü (6-8) 
把 条 件 式 (6-8) 代 入 式 (6-6) 和 和 式 (6-7), 得 Ci;=0、Cz=0, 于 是 得 距离 s 与 时 间 : 的 函数 
ЖЖ: 


1 
s = > g (6-9) 


微分 方程 的 基本 概念 如 下 : 

1. 微分 方程 

一 般 地 ,把 含有 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 方程 , 称 为 微分 方程 (differential equation)。 
未知 員数 是 一 元 函 数 的 微分 方 程 称 該 常 微分 方 程 (ordinary differential equation), ЖАПРЁ 
数 是 多 元 函数 的 微分 方程 称 为 偏 微分 方程 (partial differential equation )。 如 例 1 中 的 (6- 
1) 和 例 2 中 的 (6-5) 都 是 常 微分 方程 。 本 章 我 们 只 讨论 常 微分 方程 ,以 后 简称 微分 方程 或 
方程 。 
2. 微分 方程 的 阶 

将 微分 方程 中 所 含 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 最 高 阶 数 称 为 这 个 微分 方程 的 阶 
(order)。 阶 为 л 的 微分 方程 称 为 n 阶 微分 方程 。 如 :(6-1) 和 (6-5) 分 别 为 一 阶 和 二 阶 微 
分 方程 。 

3. 微分 方程 的 解 

凡是 代入 微分 方程 后 ,能 使 之 成 为 恒等式 的 函数 , 称 为 微分 方程 的 解 (solution)。 可 
以 验证 (6-2) 和 (6-4) 都 是 方程 (6-1) 的 解 ;(6-7) 和 (6-9) 都 是 方程 (6-5) 的 解 。 注 意 :在 
微分 方程 的 解 中 ,有 的 含有 任意 常数 ,有 的 不 含 任意 常数 。 一 般 地 ,不 含 任 意 常数 的 解 , 称 
为 微分 方程 的 特 解 (particular solution)。 如 (6-4) 和 (6-9) 分 别 是 方程 (6-1) 和 (6-5) 的 特 
解 。 若 解 中 含有 独立 任意 常数 ,上 且 独 立 任意 常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相同 ,把 这 样 的 解 称 
为 微分 方程 的 通 解 (general solution)。 如 (6-2) 和 (6-7) 分 别 是 方程 (6-1) 和 方程 (6-5) 的 
通 解 。 所 谓 独 立 任意 常数 ,是 指 它 们 不 能 合并 起 来 用 较 少 的 任意 常数 来 代替 。 例 如 : C, 
+ Cox + Cza? 中 的 任意 常数 C」、C。 和 Cs 就 不 能 合并 起 来 用 较 少 (一 个 或 二 个 ) 的 任意 
常数 来 代替 ,所 以 任意 常数 C」、C。、C。 是 独立 的 。 而 Ciz + C2z 中 的 任意 常数 Ci; 和 С, 
就 不 是 独立 的 ,因为 С, 和 C, 可 以 合并 起 来 用 一 个 任意 常数 Cs(C3 = C, + C2) 来 代替 。 

4. 初始 条 件 

通常 ,微分 方程 的 特 解 可 用 该 解 应 满足 的 条 件 来 确定 通 解 中 的 任意 常数 后 得 到 。 一 
般 地 ,将 用 来 确定 通 解 中 任意 常数 的 条 件 称 为 初始 条 件 (initial condition)。 如 式 (6-3)、 式 
(6-8) 均 为 初始 条 件 。 

5. 解 微分 方程 

寻求 微分 方程 的 解 的 过 程 称 为 解 微分 方程 (find solution) o 
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6.2 一 阶 微分 方程 


6.2.1 可 分 离 变量 的 微分 方程 


一 、 可 分 离 变量 的 微分 方程 
[EX 1] ЖШ 
= f(x)g(y) (6-10) 


的 方程 , 称 为 可 分 离 变 量 的 微分 方程 (variable separable differential equation)。 它 的 特点 
是 :方程 的 一 端 是 未 知 函 数 的 导数 , 另 一 端 是 只 含 z( 自 变量 ) 的 函数 f(z) 与 只 含 y( 未 知 
函数 ) 的 函数 g(y) 的 乘积 。 

解 这 类 方程 ,首先 将 方程 (6- MM 


了 = = f(z)dz 


即将 未 知 函数 的 函数 g(y) 与 自 变量 的 函数 f(z) 分 离 ,dy 与 dz 分 离 , 这 就 叫 分 离 变量 。 
然后 ,两边 积分 。 即 将 分 离 变量 后 所 得 方程 的 两 边 同 时 积分 ,从 而 得 方程 (6-10) 的 通 
解 为 


КОШ 
注意 :用 g(y) 除 方程 (6-10) 的 两 端 时 ,可 能 丢失 使 g(y) = 0 的 解 , 故 通常 通 解 并 不 
一 定 包含 方程 的 全 部 解 。 
例 3 (细胞 的 生长 ) 在 一 个 理想 的 环境 中 ,细胞 的 生长 速率 与 当时 的 体积 成 正比 。 
若 :=0 时 体积 为 Vo, 求 细胞 在 任意 时 刻 + 时 的 体积 。 
解 : 设 V(z) 表 示 在 时 刻 + 时 细胞 的 体积 , 依 题 意 有 
VLD = kV(z) 


其 中 &>0 为 比例 系数 。 这 是 可 分 离 变量 的 微分 方程 ,首先 分 离 变 量 ,然后 两 边 积分 得 


ЕЕ _ feaz 


即 
In」V() | = bt + Č (C ”为 任意 常数 ) 
化 简 后 得 通 解 为 
V(t) = Се“ (C =+ ес, C Z 0) 

事实 上 , VCz) =0 tera O = дуе) Ий C=0 Bf, VC) = Cew 仍 是 此 方 
程 的 解 , 从 而 上 式 通 解 中 的 C 可 以 为 任意 常数 。 

实际 上 ,为 了 运算 方便 ,我 们 可 以 将 上 述 方程 ml Va) = ktt C ImlV( ヵ ) | 形式 上 
WA In V(:), C 形式 上 记 为 InhC, 则 得 InV(z)= +С, 218 V(+:)= Ce*( 要 记 住 此 
处 C 为 任意 常数 ) ,可 见 此 形式 解 与 上 述 所 得 最 终结 果 是 一 致 的 。 因 此 以 后 凡是 遇 到 类 
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似 情况 , 均 可 按 此 法 处 理 。 

利用 问题 所 给 的 初始 条 件 У (0) = Vo ,可 确定 C= Vo, 故 得 

V(t) = Voe” 

这 一 函数 关系 表明 ,在 理想 环境 中 ,细胞 的 体积 是 随时 间 按 指数 规律 生长 的 。 

一 般 地 , 若 变量 随时 间 的 变化 率 总 是 正比 于 它 自身 ,这 个 量 就 随时 间 按 指数 规律 变 
化 ,反之 亦 然 。 

例 4 (持续 性 颅 内 压 与 容积 的 关系 ) 医 学 上 持续 性 颅 内 压 p 与 容积 VV 的 关系 可 用 
如 下 的 微分 方程 表示 " 


を = ар(ь- р) (6-11) 


其 中 а,Ь 均 为 大 于 零 的 常数 。 确 定 p 与 V 的 函数 关系 。 
解 : (6-11) 是 可 分 离 变量 的 微分 方程 ,分 离 变 量 ,然后 两 边 积分 


Кс р) = aav 


二 | (二 + dp = |adV 





P 
从 而 
ар — In(b — p) +С = abV 
即 ーー ee (显然 C = 0) 
从 上 式 中 解 出 p, 得 
>=үүсг (C#0 


JE RAE ЕТИ (Logistic) ВАЎ, ТЕ ЖШ, О (6-1) КУЕ ЩИ Л ТЕ 

例 5 《肿瘤 生长 模型 ) 设 V(z) 是 肿瘤 体积 。 免 疫 系统 非常 脆弱 时 , V 呈 指 数 式 増 
长 。 但 v 长 大 到 一 定 程度 后 , 因 获 取 的 营养 不 足 使 其 增长 受 限 制 。 描 述 V 的 一 种 数学 
模型 是 


V(0) = Vo (6-12) 
其 中 a >0 为 常数 , V = Voe*“ 是 肿瘤 可 能 长 到 的 最 大 体积 。 确 定 肿瘤 的 生长 规律 。 
解 : 分 离 变量 


dV __ 
ҮЛ у) ^% 
两 边 积 分 





dy 
Ке: - Һу) > faar 
ЊУ ~ lnV) = — at + InC 


由 初始 条 件 V(0) = Vo, 可 确定 C= In ү = 上, 故 特 解 是 
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即 ea 


此 函数 是 贡 柏 芯 (Gompertz) 函 数 , 故 方 程 (6-12) 称 为 贡 柏 菊 方 程 。 实 际 上 , 若 变 量 x 的 
变化 率 与 自身 成 正比 ;而 比例 系数 & 也 是 变量 , 且 其 变化 率 亦 与 自身 成 正比 , 即 dz /gz = 


kz aË = ak, JBA z (НЭН ВА, 

二 、 可 化 为 可 分 离 变 量 的 某 些 方程 

有 些微 分 方程 ,看 上 去 并 不 是 可 分 离 变 量 的 方程 ,但 是 我 们 可 以 根据 方程 自身 的 特 
点 ,通过 作 适 当 的 变量 代 换 , 将 其 化 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 。 


1. 齐 次 方程 
【定义 2】 形 如 





dY = ç(2) (6-13) 


的 方程 , 称 为 齐 次 微分 方程 (homogeneous equation)。 它 的 特点 是 :方程 的 一 端 是 关于 二 
的 函数 。 

对 这 类 方程 , 作 变量 代 换 一 = и, y= wuz, 就 可 把 齐 次 方程 (6-13) 化 成 如 下 关于 u 
为 未 知 函数 的 可 分 离 变 量 的 微分 方程 : 


ди _ @(%)ーg 
dz х 


求 此 方程 的 通 解 ,然后 再 将 此 通 解 中 的 々 换 回 一 就 得 齐 次 方程 (6-13) 的 通 解 。 
例 6 求 方 程 
的 通 解 。 
解 : 显然 这 是 齐 次 方程 , 令 一 =&%, 则 原 方 程 化 为 


и+ ж uttgu 


即 
х ач = tgu 
分 离 变量 ,然后 两 边 积分 
du _ [1 
tgu Е | 29 


In sinu = Inz + lInC 
Вр 
sinu = Cr 
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# и 用 二 代 回 ,得 原 方程 的 通 解 为 


sin У = Cr 
x 
例 7 求 方程 
dy_z-y 
dr zty 
的 通 解 。 


Ж: 将 原 方程 右 端 函数 的 分 子 、 分 母 同时 除 以 自 变量 x ,于 是 原 方程 变形 为 如 下 等 
价 方 程 


1-2. 
x 





dz 1+2 
z 


显然 这 是 齐 次 方程 , 令 学 = wu, 于 是 此 方程 化 为 如 下 方程 


du _1-и 
utr 4х 1+и 





即 
ди 1-2 み 一 g< 
T dz itu 





分 离 变量 ,然后 两 边 积 分 
_l+u 」 | 上 
を dg = | La: 
ー ha — 2u — u?) = Inz + InC 
即 1-2u -w= 


# u 用 て 代 回 , 得 





1 2y y _ 1 
х x (Са? 
所 求 通 解 为 
C2(z2-2zy—y2)=1 
2. dx = (ах + by+C) 型 方程 
KRF A Bp AE: DEREAT Н ЛЕ 13 RARR КЕ РЕ ЖОН РЕЖ. 
对 这 类 方程 作 变 量 代 换 
z=ax+by+c 
就 可 把 原 方程 化 成 如 下 关于 z 为 未 知 函 数 的 可 分 离 变量 的 微分 方程 


。 а= а + bf(x) 
求 此 方程 的 通 解 ,再 将 通 解 中 的 z 换 回 az + by + с 就 可 得 原 方程 的 通 解 。 
例 8 求 方程 
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d 
dr (z + y) 


的 通 解 。 
解 : 令 z=z+y, 则 9z=1+ 92 

代 人 原 方程 得 

dz 2 

dr 1+ = 
解 此 方程 得 通 解 为 
arctgz = z + C 

将 < 用 z+y 代 回 得 原 方程 通 解 为 


arctge(z + y)= z + C 


6.2.2 一 阶 线性 微分 方程 


一 、 一 阶 线性 微分 方程 


【定义 3】 如 果 方 程 中 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 最 高 阶 数 是 一 阶 的 , 且 
所 含 未 知 函 数 及 其 导数 (或 微分 ) 都 是 一 次 寡 的 , 则 称 这 种 方程 为 一 阶 线性 微分 方程 
(first-order linear differential equation) 。 

它 的 标准 形式 是 


SY, p(z)y= Q(z) (6-14) 


其 中 P(xz)、Q(z) 为 自 变 量 > 的 已 知 函数 。 
当 Q(<=)=0 时 ,(6-14) 称 为 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 。 否则, 称 为 一 阶 线性 非 齐 次 微 
分 方程 。 这 时 , Q(z ) 称 为 非 齐 次 项 。 


显然 线性 齐 次 方程 
4>+P(z)y=0 

是 可 分 离 变量 的 方程 , 求 得 通 解 为 
y = Се РФ (6-15) 


这 里 | P(z)dz 仅 表示 P(z) 的 一 个 原 函数 。 
现在 讨论 线性 非 齐 次 方程 (6-14) 的 解法 。 把 方程 (6-14) 改 写成 如 下 形式 


dy ӨС) „+ Р(х)ах 
y y 





两 边 积分 ,得 
hniyl= | С -|P(z)dz 

上 式 右 边 的 第 一 个 积分 中 含有 未 知 函数 y, 这 个 积分 还 不 能 计算 。 但 我 们 知道 E > 的 

RA леа 的 函数 ,所 以 这 一 积分 就 是 z 的 函数 , 记 为 w(z)。 这 样 ,上 式 就 
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可 以 写成 
In l| y l = ulr) -|P(z)dz 


Ер у =+ eu(z)e-|P(z)dz 
令 С(х) = te?) 
那么 y = C(z)e-|PG2)4z (6-16) 


此 处 C(z) 是 一 个 待定 函数 。 

至 此 ,线性 非 齐 次 方程 的 解 虽 然 还 没有 具体 求 出 ,但 已 经 知道 其 解 的 形式 如 式 (6- 
16)。 若 将 式 (6-16) 与 线性 齐 次 方程 的 通 解 (6-15) 比 较 , 则 可 以 看 出 :在 对 应 的 线性 齐 次 
方程 的 通 解 中 ,将 任意 常数 C 挨 成 > 的 晴 数 C(x), 便 是 式 (6-16)。 这 种 把 对 应 的 线性 齐 
次 方程 通 解 中 的 任意 常数 变易 为 待定 函数 来 确定 线性 非 齐 次 方程 通 解 的 方法 , 称 为 “常数 
变易 法 (variation of parameter), 

下 面 就 来 确定 C(z)。 为 此 ,对 (6-16) 求 导 得 

y = C (уе Pd _ Р(х) С(ж)е 1Р4 
将 它 及 式 (6-16) 代 人 式 (6-14) 左 边 得 到 
С'(а)е Pod = Q(z) 
解 之 得 
Cla) = |90)? + С 
这 里 C 为 任意 常数 。 将 C(z) 代 和 人 (6-16) 式 ,于 是 得 非 齐 次 线性 方程 (6-14) 的 通 解 公 式 


у = е (оа) аа + С) 
= Се] РС) + Рв о (а )е Рага, (6-17) 


由 式 (6-17) 便 知 , 一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 可 由 两 项 组 成 :第 一 项 Сеј РС) 是 对 
应 的 齐 次 线性 方程 的 通 解 ;第 二 项 Р (а) ејд Э (6-14) 46 
齐 次 线性 方程 特 解 ,这 个 特 解 在 (6-17) 式 中 , 令 C=0 便 可 求 得 。 

例 9 用 常数 变易 法 求 一 阶 线性 方程 


dy 
dz 


+ ycosr = е 7 


的 通 解 。 
解 : 先 求 对 应 齐 次 线性 方程 的 通 解 
y= Ce esas = Ce snr 
然后 将 其 中 的 任意 常数 变易 为 任意 函数 C(z )。 
即 у= C(z)e *% 
于 是 у =C (r) -— cosz*C(z)e snz 
将 其 与 上 式 一 同 代入 原 方程 得 
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C (rje MT = e sine 
从 而 C(z=)=x+C 
故 原 方程 的 通 解 为 
y=(z+ С)е sz 
例 10 用 通 解 公 式 (6-17) 求 一 阶 线性 方程 


d 1 


的 通 解 。 
和解 : 这 里 P(z)= -L,Q(z)= z 
故 由 式 (6-17) ,得 原 方 程 通 解 为 
y= ег | x20 strdz + c| 
= «(а + c]= хх? + С) (6-18) 
严格 地 说 ,上 式 的 写法 仅 当 x >0 时 才 成 立 。 
事実 上 , 当 ヶ z < 0 时 ,| 2а, = Iniz |= ih(—- х), АШ 
y = ае + с 
_ ЕЕ" + c] 
= (> x)| fa? da + С) C yC а С) 
= ィ ( テ ダー の ) (6-19) 
由 于 C 是 任意 常数 ,所 以 式 (6-18) 和 式 (6-19) 实 际 上 是 完全 一 样 的 。 正 因 如 此 ,以 后 凡 
是 用 公式 (6-17) 解 方程 而 | Р(х)ах 是 对 数 函 数 时 ,可 不 必 在 该 对 数 内 部 取 绝 对 值 。 
例 11 (饮食 与 体重 关系 ) 某 人 每 天 从 食物 中 获取 10 5007 热量 ,其 中 5 040 丁 用 于 基 
础 代谢 。 他 每 天 的 活动 强度 ,相当 于 每 千克 体重 消耗 67.2 ]。 此 外 ,余下 的 热量 均 以 脂肪 
的 形式 储存 起 来 ,每 42 000 本 可 转化 为 1 kg 脂肪 。 问 ;这 个 人 的 体重 是 怎样 随时 间 变 化 
的 ,会 达到 平衡 吗 ? 
解 : 解决 本 问题 的 关键 ,是 要 建立 起 合适 的 微分 方程 。 体 重 W 应 是 时 间 1 的 连续 
函数 , 题 中 没有 直接 提 到 它 的 变化 率 ,所 涉及 的 时 间 也 仅仅 是 “每 天 "”。 因 此 ,只 能 先 从 Az 
=1 天 的 意义 上 着 手 分 析 体 重 的 变化 量 AW, 依 题 意 :他 每 天 的 进食 量 相 当 于 获得 


10 500/4 200= 0.25 kg 体重 ,基础 代谢 用 去 5 040/4 200=0.12kg, 其 活动 消耗 为 每 于 克 
体重 67 .244200 =0.0016kg, 所以 AW = (0.25 – 0.12 0.0016W) Ar, Æ K Az 的 时 间 


间隔 内 , W 的 平均 变化 率 为 人 8 = 0.13- 0.0016W , 因 其 对 任意 长 的 Az ERL HS Ar 


一 0, 从 而 得 到 


dW +0.0016W=0.13 


这 是 个 一 阶 线性 方程 , 解 之 得 
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W =81.25+ Се 9016: 
假定 W(0)= Wo, 代入 上 式 可 确定 C= Wo -81.25。 因 此 ,他 的 体重 随时 间 变 化 的 
函数 为 W =81.25+ ( И – 81.25)е 9.0016 TN 1->+ соў], W->81.25, 故 他 的 体重 会 在 
81.25 处 达到 平衡 。 


三 、 伯 和 努 利 (Bernoulli) 方 程 


【定义 4】 形 如 
SY, P(z)y=Q(z)y'(nZ0,1) (6-20) 
的 方程 称 为 们 努 利 方程 。 


此 方程 虽 不 是 线性 方程 ,但 选择 适当 的 变量 代 换 可 将 其 化 成 一 阶 线性 方程。 
可 将 式 (6-20) 两 边 同 除 以 y ,得 


y "d+p(r)y! "= Q(z) 





іх 
又 可 写成 
l-n 
e- +Р(х)у "= Q(z) 
妈 Dt) P(r)y "= (1 QE) 


显然, 作 变量 代 换 = = y!”, 就 得 到 一 个 以 z 为 未 知 函数 的 一 阶 线性 方程 
E+(1-n)P(r)=(1-n)Q(z) 
求 出 通 解 > 后 ,再 将 = 用 y1-" 代 回 , 便 可 得 到 方程 (6-20) 的 通 解 。 
例 12 RIED - キッ ー ェ な ( ッ >0, ェ デ 0) 的 通 解 。 


解 : 这 是 伯 努 利 方程 ,其 中 n= 4,9 «= у” =/у,Щ%® = 1 dy Lag 


dz 2/ ッ dz 
可 化 为 
de 2 _ x 
dz хт 2 
解 此 方程 得 
> = e` -2dz [| 到 sj -srdz 十 c| 
= [|z dx + c]= 619 1+ C 
再 将 z 用 Wy 代 回 得 原 方程 通 解 为 


у= х*(1| | +С)? 
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6.3 二 阶 微分 方程 


6.3.1 几 种 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 


对 于 某 些 二 阶 微分 方程 ,我 们 常 可 以 用 换 元 降 阶 的 方法 把 它 化 为 一 阶 方程 ,那么 我 们 
就 有 可 能 应 用 前 面 几 节 中 所 讲 的 方法 来 求 它 的 解 。 


下 面 , 介 绍 在 应 用 中 比较 常见 的 几 种 可 降 阶 的 微分 方程 的 解法 。 
—.y = (х) 158 


这 是 最 简单 的 二 阶 微分 方程 。 令 a(z)=y , 则 原 方程 降 阶 为 如 下 方程 


= f(z) 
两 端 积分 得 

ulz) = [Сове + С, 
从 而 

y = Гес) + С; 
再 积分 ,得 原 方程 通 解 


у= zaz)az + Ciz + C; | 
对 于 у?” = f(xz)(n >2, 整 数 ) 型 方程 ,可 以 连续 积分 ”次 求 得 通 解 。 
例 13 求 方程 


y” = е2 一 cosz 
的 通 解 。 
解 : 积分 一 次 得 
У = |(ё* — созл)ат + Сү = de — sinz + O, 
再 积分 一 次 得 
y = fde ー sinz + Ci)dz + С, 
= те + созт + Сух + С 
最 后 积分 得 
у= [de + cosz — Сух + C,)dz + G; 
= тез + sinz + 2 Ciz? + Сх + Сз 
这 就 是 所 求 的 通 解 。 


二 、y = /f(x,y ) 型 方程 


此 方程 的 特点 是 : 右 端 函数 表达 式 中 不 含 未 知 函 数 y. 由 于 y 也 是 zx 的 未知 函数 , 又 
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у= (у Y ,所 以 ,很 自然 地 选择 代 换 P(z)= y ,这 样 已 =y 于 是 原 方程 可 降 阶 为 以 忆 为 
未 知 函 数 的 一 阶 方程 
P'= f(z,P) 
若 此 方程 是 可 解 的 ,不 妨 设 它 的 通 解 为 
P= ¢lz,Ci) 
з, P Шу ТАШ, ФИ у 为 未 知 函 数 的 一 阶 方程 
y = ф(х ‚С,) 
对 此 方程 两 端 积分 , 便 得 原 方程 的 通 解 


y= fola, Cdx + C2 


例 14 求 方程 
y= = 
満足 初 始 条件 y|。-。=1,y | 2-0 = 3 的 特 解 。 
Ж: 根据 方程 的 特点 ,可 设 P(z)= y W 已 =y, 于 是 原 方程 降 阶 为 





dp _ 22р. 
dz 1+х? 
分 离 变 量 并 积分 得 
| = | 122-4 
InP = (1+ z?) + nC; 
Вр P= С(1+ 22) 


在 上 式 中 用 у 代替 P, 得 
y =CICL+Z2) 
积分 得 
у= faa + х?)ах + С, 


= С\(х + 13) + С 
将 初始 条 件 .y|.-o=1 和 yy |;-0=3 分 别 代 入 得 
je" +0) 
1= C 
解 之 得 C」=3,C。 =1, 故 所 求 特 解 是 
y=z3+3z+1 
Жуу = fly, y ) 型 方程 
此 方程 的 特点 是 : 右 端 函数 表达 式 中 不 显 含 自 变 量 zx。 暂时 将 此 方程 中 的 y 看 作 自 变 
BL. y 虽 是 > 的 未 知 函 数 ,但 又 可 视 为 y 的 未 知 函 数 ,所 以 选择 代 换 y = P(y), 从 而 
У = BE.P ATENEI y 为 自 变量 ,以 为 未 知 函数 的 一 阶 方程 


dy dz 
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PI =f, P) 
解 此 方程 , 若 求 得 它 的 通 解 是 
P= ply 5 Ci) 
再 将 已 用 y 代 回 , 得 
y 一 gly , Cı) 
这 是 一 个 可 分 离 变量 的 方程 ， 
_ dy _ 
1) = z + G 
解 之 便 得 原 方程 的 通 解 。 
例 15 求 微分 方程 2yy =1+ у? 的 通 解 。 
解 : 原 方程 可 改写 为 了 = 127 RF у' = /yy) 再 . 故 令 P(y)= y M = pP E, 
2y dy 
于 是 原 方 程 降 阶 为 





分 离 变量 ,然后 两 边 积 分 





1 +P 
In(1+ P?) = Iny + nC, 
即 (1+Р?)=С,у 
再 将 上 式 中 P 用 y 代 回 , 得 
1+у?= Су 
即 Чу э у, Ciy-1 
解 之 得 + EV Cy i=z+ 


化 简 得 原 方程 的 通 解 
Ciy-1= + Cl(z + С)? 


注意 : (1) 在 求解 第 二 三 两 种 类 型 微分 方程 的 过 程 中 ,我们 虽然 都 采用 了 变量 代 换 P 
= у ,但 不 可 混淆 。 在 = Az,y) 型 中 ,已 视 为 z 的 函数 ;在 y= f(y,y ) 型 中 ,P 视 为 y 
的 函数 。(2) 对 y = f(y ) 型 的 微分 方程 , 它 既 属于 第 二 种 类 型 ,也 属于 第 三 种 类 型 . 此 时 P 
是 视 为 x 的 函数 ,还 是 视 为 > 的 函数 ,需要 根据 具体 方程 进行 选择 ,使 得 降 阶 后 所 得 方程 容 
易 求解 。 


6.3.2 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 


与 一 阶 线性 方程 类 似 , 我 们 可 以 定义 二 阶 线性 微分 方程 。 

【定义 5] 如 果 方 程 中 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 最 高 阶 数 是 二 阶 的 , 且 所 含 
未 知 函 数 及 其 各 阶 导 数 (或 微分 ) 都 是 一 次 寡 的 , 则 称 这 种 方程 为 二 阶 线性 微分 方程 
(second-order linear differential equation) 。 
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А(х)у + В(х)у + С(х)у= f(x) (6-21) 
其 中 4(z)、B(z)、C( ェ >) 及 (>) 均 方 自 変量 > 的 已 知 函 数 , 日 A(z) 天 0。 在 方程 (6-21) 
中 , 若 げ (>) 寺 0, 即 


А(х)у +В(х)у + C(z)y=0 (6-22) 
我 们 称 之 为 二 阶 线性 齐 次 方程 (homogeneous)。 若 jz ) 天 0, 则 方程 (6-21) 称 为 二 阶 线性 非 
齐 次 方程 (nonhomogeneous)。 
”特别 地 ,在 方程 (6-21) 中 , 若 4(z)、B(z)、C(z) 皆 恒 妨 常 数 , 即 
ay + by + су= f(x) (6-23) 


(其 中 abc 均 为 常数 , 且 ce 天 0) 我 们 称 之 为 二 阶 线性 常 系数 微分 方程 (second-order line- 
ar differential equation with constant coefficients)。 在 方 程 (6-23) 中 , 若 AFLz)=0, 即 

ay + by + су=0 (6-24) 
我 们 称 之 为 二 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 。 若 f(z) 关 0, 则 方程 (6-23) 我 们 称 之 为 二 阶 线 
性 常 系数 非 齐 次 微分 方程 。 

本 节 主 要 讨论 二 阶 线 性 常 系数 齐 次 微分 方程 的 解法 。 在 讨论 前 , 先 介绍 它 的 两 个 基本 
性 质 。 

【定理 1】 车 函数 yi (zx) 和 yo (xz) 是 方程 (6-24) 的 两 个 解 , 则 其 线性 组 合 у= 
Ciyi(z) + C2y2(X) 也 是 方程 (6-24) 的 解 。 其 中 C1、C; 是 两 个 任意 常数 。 

只 要 把 y= Ciyi(x)+ Coy(z) 代 人 方程 (6-24) 即 可 验证 这 一 事实 。 详 细 证 明 略 。 

例如 ,容易 验证 y((z)=e* 和 у(х) = Зе" 是 方程 y 一 y =0 的 两 个 解 。 由 定理 1 可 知 
у= Cier+3C2zez 也 是 此 方程 的 解 。 但 容易 判断 它 不 是 这 个 方程 的 通 解 。 事 实 上 ,y= Cie* 
+30 = CGse*(Cs= Ci +302), Bl C, 与 C; 可 以 合并 起 来 用 一 个 任意 常数 Cs 表示 ,所 以 
Ci 与 C; 不 是 两 个 独立 的 任意 常数 。 此 处 Ci 与 C, 之 所 以 能 合并 起 来 ,是 因为 yil) 
у(х) ГАНАТ, Ж у(х) у(х), Д С, 与 C, 就 是 二 个 独立 的 任意 常数 。 
于 是 给 出 下 面 的 定理 。 

【定理 2】 若 yi(x) 和 yo(x) 是 方程 (6-24) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 则 y= Суу (х) + 
C2zy(z) 就 是 方程 (6-24) 的 通 解 ,其 中 С, ЯП С, 是 两 个 任意 常数 。 

所 谓 两 个 函数 线性 无 关 , 是 指 这 两 个 函数 之 比 不 恒 为 一 个 常数 ,否则 称 为 线性 相关 。 如 
у(х) = 与 у(х) = Зе" 就 是 线性 相关 的 ,而 у(х) =sinz 与 у(х) = oosz 就 是 线性 无 关 
的 。 

定理 2 给 出 了 方程 (6-24) 通 解 的 结构 ,所 以 通常 叫做 齐 次 线性 方程 的 解 的 结构 定理 。 
根据 这 个 定理 , 求 方程 (6-24) 的 通 解 问题 ,就 归结 为 求 它 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 问题 。 

怎样 求 方程 (6-24) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 呢 ? 下 面 就 来 寻找 函数 >, 使 得 .y „у 分 别 
乘 以 常数 。、、c 后 合并 恒 等 于 零 。 在 我 们 所 熟悉 的 初等 函数 中 , 哪 类 函数 更 适合 呢 ? 不 难 
想到 :指数 函数 时 的 一 阶 、 二 阶 导 数 仍 是 同类 型 的 函数 。 因 此 ,有 可 能 选择 适当 的 ~, 使 得 у 
=e7 满 足 方程 (6-24)。 

现 将 y=e™” 代 入 方程 (6-24) 得 

а(е*у + (е) + се = 0 
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ar2e + bre” + се" = 0 
即 (ar2+ br + с)е = 0 
因为 ez 天 0, 所 以 必 有 
. ат? + br + c= 0 (6-25) 

由 此 可 见 ,只 要 > 满足 代数 方程 (6-25) , 函数 у= e™ 就 是 微分 方程 (6-24) 的 解 。 我 们 把 
代数 方程 (6-25) 称 为 方程 (6-24) 的 特征 方程 (characteristic equation)。 注 意 特征 方程 (6-25) 
中 < 的 系数 及 常数 项 恰好 依次 是 微分 方程 (6-24) 中 уу 及 у 的 系数 。 我 们 把 特征 方程 
(6-25) 的 两 个 根 x1、r; 叫做 微分 方程 (6-24) 的 特征 根 。 这 样 求 方程 (6-24) 的 特 解 问题 ,就 
转化 为 求 它 的 特征 根 的 问题 了 。 

方程 (6-24) 的 特征 根 ,可 由 公式 





-btv 52 —4ac 
71.2 一 24 
求 出 。 由 于 判别 式 ゲー4zz 的 符号 不 同 ,决定 了 方程 (6-24) 的 通 解 有 不 同 的 类 型 , 现 分 三 种 
情况 讨论 如 下 : 
1.52 —4ac>0 


这 时 特征 方程 (6-25) 有 两 个 相 异 的 实 根 +, 和 っ, 因 此 yi(z)=e 和 y, (z)= ez E Jr 
程 (6-24) 的 两 个 特 解 ,由 于 е ео = er oz 不 为 常数 ,所 以 y1(z) 和 ys,(z) 线 性 无 关 , 由 
定理 2 ,方程 (6-24) 的 通 解 为 y= Cen” + Ce” (С.С 为 任意 常数 )。 

例 16 求 微分 方程 

y +y -2y=0 

满足 初始 条 件 y| ,-o=1,y |;,-0= -2 的 特 解 。 

解 : 所 给 方程 的 特征 方程 是 

デキ テ ー2=0 
它 有 两 个 相 异 的 实 根 ヶ 」=ー2 和 x,=1. 故 原 方程 通 解 为 
y=Cie + Ce 
对 上 式 求 导 ,得 
y = —2Суе + Ce” 
将 >|-=o=1 和 y1:=o= -2 分 别 代 人 通 解 表达 式 和 上 式 , 得 
Ci + C, =1 
. | -2C1+ C= -2 

解 之 得 C」=1,C。 =0。 故 所 求 特 解 是 y=e 和 

2. b2—4ac=0 

这 时 特征 方程 (6-25) 有 两 个 相等 的 实 根 ,ri= r2 => ,由 此 只 能 得 到 方程 (6-24) 的 一 个 
特 解 m(z)=e ,为 了 得 到 方程 (6-24) 的 通 解 ,我 们 还 要 求 出 它 的 一 个 与 x, (z) 线 性 无 关 
的 特 解 »(х), 

要 使 > (2) Б у(х) REER, 8 у (х) /у (х) = ul(z) 不 恒 为 常数 , 即 у(х) = 
ulr), HF w(x) 是 待定 函数 。 将 w(z)= x(z)ern 代 和 方程 (6-24) 并 整理 
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en ze (х) + (Qari t b)u (х) + (arí + br, + C)] = 0 
由 于 ei" デ 0, 故 必 有 


gz (х) + (2ar + b)u (х) + (а? + Dri + c)u (xz)=0 


由 于 x1= 一 艺 是 特征 方程 的 根 ,所 以 有 
aritbritc=0 
及 2arı+b=0 
ХН a0, AEDA 
ut(z)=0 
积分 两 次 ,得 
и(х)=Ах+В 
其 中 A、B 为 任意 常数 。 因 为 我 们 只 要 得 到 一 个 不 恒 为 常数 的 函数 z( ェ ), 所 以 不 妨 取 A = 
1,B=0, 即 w(x)=x, 由 此 得 到 方程 (6-24) 的 另 一 个 特 解 »(z)= zenz。 从 而 方程 (6-24) 
的 通 解 为 
y= (Ci + Cozjeme 
例 17 求 方程 4y -4y +y=0 的 通 解 。 
解 : 特征 方程 为 
4r?-4r+1=0 
共 根 1 一 一 方 是 两 个 相等 的 实 根 ,因此 所 求 微分 方程 的 通 解 为 


y=(C + Cz 





3. b>—4ac<0 
ЖЕРЕ (6-25) — ҖЕ ЕШ: 
== Му oti 
_—0ф-1М4ас-Ь _ . 
r = Ja =a 18 





因此 уе у, ее ?是 方程 (6-24) 的 两 个 特 解 ,但 它们 是 复数 形式 ,不 便于 应 用 。 
为 了 得 出 实数 解 ,我 们 利用 欧 拉 (Euler) 公 式 e*”= cos0 + isin0 把 y, yo 改写 成 

уу = 62 = еч. ей = е (соѕ + isin&r) 

уз = е“ Bz ет. е = е (оов — isinge) 


由 定理 1 知 , = 二 (y+ y>) = osfr 


32= 5-0 — y2) = епс 
也 是 方程 (6- 24) 的 两 个 解 ,日 уу, АТРО (6-24) BB EU 
y =e” (Cosfer + CosinBr) 
CC: 为 任意 常数 。 
例 18 求 方 程 y+2y +5y=0 的 通 解 。 
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解 : 它 的 特征 方程 为 
r+2r+5=0 
其 根 н = -1+2i,r2= 一 1 一 2 为 一 对 共 斩 复 根 。 则 所 求 方程 的 通 解 为 
y=e “(Cicos2z + Cəsin2x) 
以 上 讨论 的 结果 可 列表 总 结 如 下 : 








表 6-1 
特征 方程 ar? + br + c = 0 的 根 微分 方程 ay + by + cy=0 的 通 解 
ЖУЗ у, 和 =; у= Сүез* + Ce?" 
重根 カー ニー у= (С, + C,z)e É 
ЖЯ 5, = a£ 10 у= е(Сісвӣёс + C;sin&&) 


由 此 可 见 , 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 ,不 必 进 行 积分 ,只 需求 其 特征 方程 的 根 
即 可 。 对 于 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 的 求解 方法 将 在 下 一 节 中 讨论 。 


6.4” 拉 普 拉 斯 变换 及 其 应 用 


数学 中 经 常 采用 变换 的 方法 ,把 复杂 的 运算 转化 为 比较 简单 的 运算 。 例 如 ,用 对 数 变换 
可 以 把 复杂 的 乘 、 除 . 乘 方 和 开 方 运算 转化 成 比较 简单 的 加 减 运算 。 在 解 微分 方程 (组 ) 中 ， 
如 果 从 原 方程 (组 ) 中 直接 求解 有 困难 或 较 复杂 时 , 常 采用 一 种 积分 变换 ,将 微分 方程 (组 ) 求 
解 问题 转化 为 代数 方程 (组 ) 求 解 问题 。 所 谓 积分 变换 ,就 是 通过 积分 运算 ,把 一 个 函数 变 成 
男 一 个 消 数 的 变换 。 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 就 是 一 种 积分 变换 , 它 是 解 线性 常 系数 微分 方 
程 (组 ) 的 一 种 有 力 而 简便 的 工具 。 本 节 就 来 介绍 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 简单 性 质 及 其 在 求 
解 线 性 常 系数 微分 方程 (组 ) 中 的 应 用 。 


6.4.1 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 和 性 质 


一 、 拉 普 拉 斯 变 挨 的 概念 
【定义 6] 设 函 数 f(z) 在 [0, + co) 有 定义 , 且 积 分 
| и fG)e а 
在 s 的 某 一 域内 收敛 , 则 由 此 积分 所 确定 的 函数 
ЕО) =], ferd 
PARR f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 (简称 拉 氏 变换 ) , 记 作 И (2) 1. BI 
-L [F] = F(s) = | леш 


F(s) 也 称 为 f(z) 的 像 消 数 ,同时 称 (г) Е(5) АВЛА (н ЖК ЈЕ ВА), ir IE 
YF(Cs)]= (の)。 
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在 拉 氏 变换 的 一 般 理 论 中 ,s 是 复数 。 在 此 我 们 仅 限 制 s 为 实数 的 情形 下 加 以 讨论 。 
例 19 用 定义 求 2 [1]、Y [е] 〆 Ген], К Е УСН, 








Ж. 根据 定义 ,有 
Y [1] = | е “аг = е * t” 1 (5 >0) 
0 0 5 
+оо +оо 
4 [е] = | ere “дг = | е4 = 一 (s> k) 
2 [sinkt] = |, пне 
_ =е=, . +o k 
= FESCssinke + kooskt) | ーー 2+ р (s > 0) 


由 上 述 例子 可 见 , 求 一 个 函数 的 拉 氏 变换 需要 进行 积分 计算 。 为 了 使 用 方便 ,书后 附录 
内 拉 氏 变换 简 表 ,通过 该 表 可 直接 查 到 常用 函数 的 拉 氏 变换 或 逆 变 换 。 


二 、 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


拉 氏 变换 有 一 系列 重要 性 质 。 下 面 仅 介绍 在 求解 常 系数 线性 微分 方程 (组 ) 中 有 广泛 应 
用 的 三 个 简单 而 基本 的 性 质 。 
E у [1 /(т)]=Е($),уУ [g(7?)]=G(s), 则 有 
о [af(t) tbg(t)]=ar [Ff] +b [g(t)] 
L l[aF(s) + 0605) 1 =a I[F(s)] + oY [G(s)] 
其 中 g、 为 任意 常数 。 读 者 可 根据 拉 氏 变换 的 定义 ,直接 验证 之 。 
这 条 性 质 表 明 函 数 线性 组 合 的 拉 氏 变换 (或 拉 氏 逆 变 换 ) 等 于 各 函数 拉 氏 变换 (或 拉 氏 
逆 变 换 ) 的 线性 组 合 。 
例 20 求 3sin2t+2e:]。 
Ж: 根据 拉 色 变换 的 线性 性 质 , 得 
Y [3sin2t+2e]=34 [sr2z]+ 2 [e]= 3 二 +2 7 = 
2. 微分 性 质 
#“[fG)]= Е(5), А] 
[PN] = #F(s) (0) 200) 7000) 
正明 : 先 考虑 f(z) 的 拉 氏 变换 ,根据 定义 


ッ げ の] = | Реа 





= „т /(2)е * + 中 оета 


= F(s) = /(0) = з [/()] = FCO) 
这 样 就 有 了 递 推 公式 ,对 任何 正 整数 ,有 
TEPO и [PE] PO) 
=s[sz Ef" ®(#)]- у" 9(0)1- у" 000) 
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= "Е(5) _ sn 1 (0) _ 5"? (0) LC sf”? (0) – f D0) 
这 条 性 质 能 使 我 们 将 关于 f(1) 为 未 知 函数 的 微分 方程 转化 为 关于 F(s) 为 未 知 量 的 代 
数 方程 。 因 此 , 它 对 求解 微分 方程 起 着 重要 作用 。 
例 21 利用 拉 氏 微分 性 质 求 [coskz ] ,上 为 实 常数 。 
解 : 由 于 
f) = coskt, f (z) =— ksinkt, f (т) ニー k2cosbt 
从 而 。 Ff(0)=1, 了 (0)=0, 由 拉 氏 微分 性 质 , 有 
2 [- оњи) = [ げ ( の ] 
=š#[fG)]- 5700) -(0) 


即 — 2% [okt] = s2@ [ckt] — s 

从 而 Ф [ccskt = эр 
例 22 利用 拉 氏 微分 性 质 , 求 XY [e] HEP m 是正 整数 。 
Ж: 信人 (のり = 


由 于 f(0)= 了 (0)=…=f” 0?(0)=0, 而 f(t)=m! 
由 拉 氏 微分 性 质 ,有 | 
#[т!]=з”">[/()]—5”71/(0)—з”"?°/(0)——/у°"72(0) 





即 m= [f(z)] 
又 #[ml]=m1g [1] = 1 
故 ston 
即 2 [m ]= mm 

3. 位 移 性 质 


ELUASE) W Z [е (г) |= F(s—a) 
Ш. 因 F() = |” Aea FD 


£ [erf(t)] = | woe = W. dt 


= F(s — а) 
此 条 性 质 常 给 我 们 在 求 拉 氏 逆 变换 时 提供 很 大 方便 。 
下面 挙 所 條 求 持氏 聞 変 換 的 例 子 。 


例 23 ж | 


+25 


w [зз] сн] т” Eee 

















25+3 1 J [2(s-1)+5 
Кел! Гете 


2] 


| 





‚ 2 。 
面 215 |е, l | = sn 
根据 位 移 性 质 , 有 
sー1 
rp 


„1[__25+3_]_„, S uu 
从 而 а |е 0+ Zest 


从 以 上 两 例 可 见 , 求 有 理 分 式 的 拉 氏 道 变换 时 , 先 将 有 理 分 式 化 为 部 分 分 式 (其 中 部 分 
分 式 的 拉 氏 道 变 换 是 已 知 的 或 能 从 拉 氏 变换 表 中 直接 查 到 ) ,然后 求 拉 氏 道 变换。 


6.4.2 拉 氏 变换 在 解 线性 微分 方程 (组 ) 中 的 应 用 


为 了 求 出 线性 微分 方程 (组 ) 的 解 ,对 给 定 的 方程 (组 ) 取 拉 氏 变换 ,利用 拉 氏 变换 的 线性 
性 质 和 微分 性 质 以 及 方程 (组 ) 满 足 自 变量 为 零 的 初始 条 件 , 就 把 微分 方程 (组 ) 转 化 为 以 所 
求 函 数 的 拉 氏 变换 为 未 知 量 的 代数 方程 (组 ) ,然后 从 此 代数 方程 (组 ) 中 解 出 未 知 量 ,再 取 其 
道 变换 , 即 得 所 要 求 的 微分 方程 (组 ) 的 解 。 

下 面 举 例 说 明 。 

例 25 求 微分 方 程 +4y=sint 満足 初 始 条件 y|,=0=0,y 1,-0=0 的 特 解 。 

解 : 这 是 二 阶 线性 非 齐 次 方程 ,对 方程 两 端 取 拉 氏 变换 ,得 

ダ [у +t4y]=¥ [sint] 


J = oo, атр] = e'sin2t 


由 线性 性 质 得 


1 
s2+1 





ダ [ ア ]+4 ダ [ ッ ] = 


再 由 微分 性 质 得 


1 
52+1 





520 [у] 500) -y 00) +4 [y]= 
代入 初 始 条件 , 整 理 后 解 出 


#[у]= 








1 та 
(52+ 1)(52+4) 3 52+1 52 +4 
取 拉 氏 逆 変換 , 得 





_ 1 1 2 
> yr (зүү) [4] 
=s – inz 
这 就 是 所 求 微分 方程 的 特 解 。 
例 26 求 微分 方程 yY+2y -3y=e "満足 初 始 条件 у(0) =0,y (0) =1 的 特 解 。 
解 : 对 方程 两 端 取 拉 氏 变换 ,得 
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У [yY]+22[y -32[y] =I 


再 由 微分 性 质 得 
522 [у] 5у(0) – у (0) +2[sZ[y]-y(0)] -3Z[y]= s+ 
代入 初始 条 件 后 ,整理 得 









ко 


24 [у]+25# [у]—3# [y] = 85 
从 中 解 出 


_ +2 
#[у1# тусту) 


1 3 _ 1 
4 8 8 
= FI -1 5+3 











取 拉 氏 逆 变 换 ,得 





а alg iy 





1 
> 4 

pge 
这 就 是 所 要 求 的 特 解 。 

由 以 上 两 例 可 见 ,用 拉 氏 变换 求 满足 自 变 量 为 零 的 初始 条 件 的 特 解 是 方便 的 , 它 省 略 了 
以 往 从 通 解 中 确定 任意 常数 的 复杂 运算 过 程 。 

例 27 (热量 交换 方程 ) 处 理 X 光 片 时 ,为 使 在 不 冲淡 显影 液 的 前 提 下 稍稍 提高 其 温 
度 , 把 50 ml 的 90 蕊 热 水 装 在 小 塑料 杯 里 再 漂浮 在 这 5000 ml 的 显影 液 中 , 设 此 时 试剂 温度 
为 10 С 。 问 试剂 温度 将 如 何 变化 ? 

Ж: 牛顿 (Newton) 冷 却 定律 是 说 物体 温度 T 的 变化 率 正比 于 T 与 所 处 环境 温度 To 
之 差 , 即 


dT R(T- T) (6-26) 


这 是 在 环境 温度 To 保持 不 变 的 前 担 下 。 可 是 现在 ,由 于 介质 (5000 ml 试剂) 的 体积 并 不 比 
热源 (50 ml 水 ) 大 很 多 , 故 两 者 的 温度 都 在 改变 ,因而 不 能 引用 定律 (6-26)。 但 是 这 里 ,两 者 
之 间 的 热量 是 守恒 的 (对 外 损失 的 热量 不 计 )。 因 此 热流 通 量 (不 是 温度 ) 的 变化 率 与 两 者 的 
温差 成 正比 。 记 T, 和 Ts 为 热 水 和 试剂 的 温度 ,Vi 和 Va 为 两 者 的 体积 ,两 首 的 热量 分 别 
是 УТ, ЖУТ, АЕ 
(VIT) _ ФУТ) 
d 








=k'(T,- Т) (6-27) 
其 中 负 号 表示 如 果 一 方 热 量 增加 了 , 另 一 方 就 减少 。 式 (6-27) 实 际 上 是 两 个 方程 。 由 У = 
50, V; = 5000 ,得 

ат; 





у ET T.) 
dT _ 
ае = 10007-7) 


\Т\(0) =90, 7,00) =10 
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可 以 说 ,我 们 已 完成 了 建立 模型 的 任务 。 为 了 求 此 线性 方程 组 的 解 , 自然 想到 要 消去 一 个 变 
量 , 从 而 转化 为 求解 高 阶 线性 方程 的 解 。 此 法 固然 行 得 通 ,但 计算 繁 瑞 。 引 入 拉 氏 变换 后 ， 


此 问题 就 简单 多 了 。 
HLT) =F), [TC = 亚 (s), 对 上 述 两 个 方程 的 两 端 取 拉 氏 变换 ,得 
И 一 7」(0) = AF2(s) – ЬЕ} (5) 


2)- Т0) = – (8) +F) 


将 初始 条 件 代 入 后 ,得 到 关于 Fi(s) 和 F2(s) 的 线性 方程 组 
ispa — РЕ,(5) = 90 
— 1000 


kF1(s) — (100s +k )E,(s) = 


解 此 方程 组 ,得 
900s + 1090k _ 1090, 1 , 8000, 1 


Ру) = ууу 101ks 101 s + 101 101 
5 +700% 


1000s + 1090 _ 1090 1 80 1 
+01 


Fals) = 1002+101A 101 s 101 
| s + 100“ 








再 取 拉 氏 逆 变换 ,就 有 
1090, 8000,- oem 


本 (の = ダグ [F (s)]= 101 
1090 _ 80 e 1016/00 


T= FC ] = 0 80, 
例 28 求 方程 组 
y -r +r -y=e—2 
2у-х—2у+х=-{[ 


满足 初始 条 件 y(0) = у (0) =0,x(0)=x (0)=0 的 解 。 
解 : 設 ダ ly( り = Y(5), ダ [zx(z)]=X(s), 对 上 述 两 个 方程 取 拉 氏 变 换 , 利 用 线性 性 
质 及 微分 性 质 , 并 考虑 到 初始 条 件 ,得 到 

(st+1)Y(s)— =Х(5) = で 1 





2sY(s) 一 (s+ DX() = зт; 


解 此 代数 方程 组 ,得 
_ 1 
Y= © - у 


X(s )= P= Г? 


再 将 了 (5),X(s) 分 解 为 部 分 分 式 ,得 
1 1 
YOS IG 


1 1 
X(s)=- s? 12 
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再 取 拉 氏 逆 变换 ,得 
роле, te 
х(1) = —t+te' 


这 就 是 原 方程 组 满足 初始 条 件 的 特 解 。 
小 结 


本 章 主要 内 容 是 :1. 介绍 了 微分 方程 的 基本 概念 。 这 里 包括 :微分 方程 ( 常 微分 方程 ， 
偏 微 分 方程 )、 微 分 方程 的 阶 ,微分 方程 的 解 ( 特 解 , 通 解 ) 及 初始 条 件 。 需 要 注意 (1) 并 不 是 
含有 任意 常数 的 解 都 叫 通 解 , 通 解 是 指 含 有 微分 方程 的 阶 数 那么 多 个 独立 任意 常数 的 解 。 
(2) 通 解 并 不 一 定 包 含 方程 的 全 部 解 。2. 介绍 了 常见 的 一 ,二 阶 微分 方程 的 解法 。 这 里 包 
括 分 离 变 量 法 ,常数 变易 法 、 降 阶 法 (通过 适当 的 变量 代 换 将 高 阶 微分 方程 降 阶 为 较 钨 阶 微 
分 方程 ) 及 拉 氏 变换 法 。 需 要 注意 :在 求解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 过 程 中 ,并 不 需要 积 
分 ,只 需求 出 对 应 特征 方程 的 根 ,就 很 容易 写 出 通 解 表达 式 。3. 通过 医学 实例 简单 介绍 建 
立 微分 方程 的 最 基本 方法 。 首 先 找 出 所 要 研究 的 变量 及 所 满足 的 初始 条 件 , 再 根据 实际 问 
题 所 提供 的 已 知 条 件 , 用 导数 的 概念 或 微 元 分 析 法 列 出 方程 。 

此 外 ,举例 介绍 了 拉 普 拉 斯 变换 法 在 解 高 阶 线性 常 系数 微分 方程 (组 ) 中 的 应 用 。 


J m 


1. 证 明 у= az + bxz 是 微分 方程 у=? +az 的 解 。 
2. 求 下 列 一 阶 微分 方程 的 通 解 或 特 解 。 

(1)у =g? (2)erdz + dz = sin2ydy 
(3)(4х + zy jdr + (y+ х?у)ду=0 

(4}ФУ +зу=8 (5)х?ду— (yr? — у)ах =0 


dy y dy 1 
1 


(8) ー ュ ニッ +1 (9)z ду —2y= Pox 





1 


っ 
(10)zdyー ydx рах 0 


(Dy =y +7 9s-1=2 
(12)zy +1=4e7”, yl =--2=0 
(13)zy +y-e*=0,y|,-i=3e 
(14) - уша = seez,y|,- = Z 
3. 求 下 列 特殊 的 二 阶 微分 方程 的 通 解 或 特 解 。 
(1)y = хе* (2)у=1+у 
(3) у +2у =4x (4) ху -3y = х? 
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(5)у*=1+ (y (OY +3=0 

(の 1+ уу + у2=0 ,у|,-0=1,у/1,-0=0 

(8)(1+ 22) у= 22у, у|,-0=0,у 1,-0=1 

4. 求 下 列 二 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 的 通 解 或 特 解 。 
(Dy -2y -3y=0 (2)y +2y +3y=0 

(3)4y -12y +9y=0 (4)y +y =0 

(S)y ~3y -4y=0,y|,-0=1,y 1,-0=0 

(6)y -8y + 16у=0,у|,-0=2,у |z=0=5 


(D4y'+9y=0,y|,-o=2,yl,-6= э 

5. 用 拉 氏 变换 法 解 下 列 线性 常 系数 微分 方程 (组 )。 

(Dy -3y +2у=4,у(0)=1,у (0)=1 

(2)у +16y=32z,y(0)=3,y(0) = 一 2 

(3)y +4у +4у=бе 2,y(0)= -2,y(0)=8 

(ду +y =х+1,у(0)=у (0)=у (0)=0 

x (7/) ニ ィ ー ッ 
эу =5х-—-3у 
z(0)=1,y(0)=2 

6. 细 基 繁殖 的 速率 正比 于 当时 存在 的 细菌 数目 。 如 果 2 小 时 后 细菌 的 数目 为 原 有 的 2 
倍 , 问 多 少时 间 后 细菌 数 将 为 原 有 的 3 倍 ? 

7. 已 知 YP 的 瞬时 放射 速率 与 它 当 时 所 具有 的 质量 成 正比 , 且 原 有 质量 为 mo, 半衰期 
(质量 豪 减 一 半 所 需 时 间 ) 为 14.3 天 , 试 求 2P 的 放射 规律 ( 即 剩余 量 与 时 间 的 关系 )。 

8. 过 氧化 氧 在 加 热 或 有 触媒 作用 时 ,分 解 

HO =Ħ0+ [0] 
反应 开始 经 10 分 钟 后 HO 的 浓度 为 0.276 摩尔 / 米 ,经 20 分 钟 后 为 0.165 摩尔 ,假定 反应 
的 速度 与 反应 物 的 浓度 成 正比 , 试 计算 比例 常数 (反应 速度 常数 )。 

9. 根据 牛顿 冷却 定律 一 一 物体 在 空气 中 冷却 的 速率 与 该 物体 和 空气 的 温度 差 成 正比 ，。 
一 个 人 的 尸体 被 人 发 现 泡 在 池塘 中 ,池水 温度 是 15 C ,尸体 温度 是 26 C 。 试 用 牛顿 冷却 定 
律 推断 死亡 时 间 ,比例 系数 &= -2T/ 小 时 。 假 定 死者 不 幸 跌 和 人 水 中 死亡 时 的 体温 是 37 
To 

10. 静脉 输入 葡萄 糖 是 一 种 重要 的 治疗 手段 。 设 以 每 分 钟 & 克 的 固定 速率 输入 到 血液 
中 。 与 此 同时 ,血液 中 的 葡萄 糖 还 会 转化 为 其 它 物质 或 转移 到 其 它 地 方 ,其 速率 与 血液 中 的 
葡萄 糖 含量 成 正比 ,比例 常数 为 a (a >0) ,初始 血液 中 葡萄 糖 含量 为 M, 试 求 血液 中 葡萄 糖 
含量 的 变化 规律 和 确定 达到 平衡 时 ,血液 中 葡萄 糖 的 含量 。 





(车 х вв) 
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第 七 章 ”概率 论 基础 


自然 界 和 社会 上 发 生 的 现象 是 多 种 多 样 的 。 在 一 定 条 件 下 必然 发 生 (或 必然 不 发 生 ) 
的 现象 称 为 确定 现象 。 如 ,向 上 抛 一 石头 必然 下 落 ;在 标准 大 气压 下 水 加 热 到 100 ЗС Вай, 
然 沸 腾 。 然 而 ,还 有 男 一 类 现象 存在 :在 基本 条 件 不 变 的 情况 下 ,观察 的 实验 ,可 能 出 现 这 
种 结果 ,也 可 能 出 现 那 样 结果 ,呈现 出 一 种 偶然 性 ,这 种 现象 称 为 随机 现象 。 例 如 ,在 相同 
条 件 下 抛 同一 枚 硬币 ,其 结果 可 能 是 国 微 面 朝 上 ,也 可 能 数字 面 朝 上 ,结果 相 蜡 ;又 如 ,对 
某 种 疾病 的 患者 用 同样 的 方法 服用 同 剂量 的 一 种 药物 ,患者 可 能 痊愈 ,可 能 显效 ,可 能 有 
效 , 可 能 无 效 。 这 些 都 属于 随机 现象 。 那 么 概率 论 是 研究 什么 的 ? 它 是 研究 随机 现象 的 
数量 规律 的 一 门 数学 分 支 。 

本 章 叙 述 概率 论 的 基础 知识 ,包括 随机 事件 及 其 概率 , 随机 变量 及 其 分 布 和 数字 特 
征 ,最 后 介绍 中 心 极限 定理 。 概 率 论 在 气象 生物 学 临床 医学 .数理 统计 、 经 济 、. 军 事 等 各 
个 领域 有 着 广 证 的 应 用 。 


7.1 随机 事件 及 其 概率 


7.1.1 随机 事件 


我 们 抛 一 枚 硬币 ,观察 正面 (国徽 面 ) 和 反面 出 现 情况 ; 掷 一 颗 般 子 ,观察 出 现 的 点 数 。 
通过 观察 这 两 个 试验 都 具有 共同 特性 ;(1) 可 以 在 相同 条 件 下 重复 地 进行 ; (2) 每 次 试验 的 
可 能 结果 不 止 一 个 ,并 且 事先 能 明确 试验 的 所 有 可 能 结果 ;(3) 进 行 一 次 试验 之 前 不 能 确 
定 哪 一 个 结果 会 出 现 。 在 概率 论 中 ,我 们 将 具有 这 三 个 特性 的 试验 称 为 随机 试验 (ran- 
dom experiment) ,简称 试验 。 一 般 来 说 ,我 们 就 是 通过 研究 随机 试验 研究 随机 现象 的 。 

【定义 1】 在 随机 试验 中 ,可 能 出 现 的 结果 称 为 随机 事件 (random event) ,简称 事件 ， 
通常 用 大 写字 母 4 、8、C ERI. И-М, А, = {出現 дд}, = 1 2 6; В 
= | 出 现 奇数 点 ; ;又 如 抛 一 榴 硬币 ,C = | 出 现 正面 | ;这 些 A... B.C 都 是 随机 事件 或 称 事 
件 A;、B、C。 

在 一 次 随机 实验 中 ,每 一 个 可 能 出 现 的 结果 不 能 再 细 分 了 ,把 这 样 的 结果 称 为 基本 事 
件 。. 而 由 两 个 或 两 个 以 上 基本 事件 组 合 而 成 的 事件 称 为 复合 事件 。 在 一 次 试验 中 ,4; = 
1 出 现 i 点 | 是 一 个 基本 事件 ,B = | 出 现 奇数 点 | 是 复合 事件 ,B 是 由 基本 事件 A1、A3、A; 
组 成 。 基 本 事件 是 随机 事件 的 一 种 情况 。 

在 一 定 条 件 下 必然 出 现 的 结果 , 称 为 必然 事件 (certain event), EA О 或 记 为 U ;在 
一 定 条 件 下 不 可 能 出 现 的 结果 , 称 为 不 可 能 事件 (impossible event) , 记 为 の ,或 记 为 У. 
在 标准 大 气压 下 ,水 加 热 到 100 人 时 ,必然 会 沸腾 ,显然 它 是 必然 事件 ;相反 的 结果 , 即 不 
沸腾 就 是 不 可 能 事件 。 必 然 事件 和 不 可 能 事件 实质 上 都 是 确定 现象 的 表现 ,为 了 便于 讨 
论 ,我 们 将 其 当 作 随机 事件 的 两 种 极端 情况 来 看 待 。 
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我 们 把 随机 试验 的 所 有 基本 事件 (所 有 试验 可 能 的 结果 ) 组 成 的 集合 , 称 为 样本 空间 , 
(sample space) ,记号 为 或 U。 例 如 ,对 上 述 掷 骨 子 问题 ,样本 空间 Q = 11,2,3,4,5, 
61 ;对 射击 问题 ,可 用 ww; 表 示 “ 直 到 第 i 次 才 首 次 击 中 目标 ”,i =1,2,…, 样 本 空间 
2 = [wi,w2,"…|。 由 于 样本 空间 包含 所 有 的 基本 事件 ,每 次 试验 必 出 现 其 中 某 个 基本 
事件 , 亦 即 样本 空间 作为 事件 是 必然 事件 。 对 于 任何 一 个 事件 包含 了 样本 空间 中 的 基本 
事件 ,那么 事件 可 表示 成 样本 空间 的 一 个 子 集 。 又 因为 不 包含 任何 基本 事件 的 空 集 在 每 
次 试验 中 都 不 发 生 , 我 们 把 这 样 的 空 集 作为 不 可 能 事件 ,也 可 用 记号 の 或 V 表示 。 


7.1.2 事件 间 的 关系 及 运算 


把 事件 与 集合 的 概念 联系 起 ,使 事件 图 形 化 ,有 利于 研究 随机 现象 。 另 外 , 如 果 某 个 
事件 发 生 了 ,就 是 指 这 个 事件 中 的 某 个 基本 事件 发 生 了 ;反之 亦 然 。 为 了 深入 讨论 随机 现 
象 ,定义 事件 间 的 关系 及 运算 如 下 : 

1. 事件 的 包含 (irmplication): 若 A 发 生 ,B 就 发 生 , 则 说 事件 B 包 含 事件 A, 记 为 ACB。 

2. 事 件 的 相等 (equivalance): 若 ACB 且 BC 有 A, 则 说 A 等 于 B, 记 为 A = В, 

3. 事 件 的 交 (intersection ) :事件 A 和 事件 B 同时 发 生 称 为 A 与 B 的 交 , 记 为 A П Ва 
AB( 见 图 7-1(a))。 


=] Гуз 
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图 7-1 


4. 互 不 相 容 ( 互 斥 ) 事 件 (mutual exclusive) : 若 两 个 事件 A 和 B 的 交 AB = Ø, WEKA 
与 8B 互 不 相 容 。 妈 两 事件 A 与 B 不 可 能 同时 发 生 ( 见 图 7-1(b))。 对 于 多 个 事件 A、B、…、 
Z, 若 任意 两 个 事件 都 是 互 不 相 容 的 , 则 称 多 个 事件 是 两 两 互 不 相 容 。 

5. 事件 和 或 并 (union) :事件 A 与 事件 B 至 少 出 现 一 个 , 称 为 A 与 B 的 和 (或 并 ), 记 作 
А U BRA + B( 见 图 7-1(c))。 在 本 书 里 ,A 与 B 若 互 不 相 容 ,A БВ 的 和 亦 称 作 A U В 
ЎА +В. 

6. 逆 ( 或 対立 ) 事 件 (complementary event) : 若 在 试验 中 ,事件 4 与 事件 B 中 必然 有 一 
个 发生, 且 仅 有 一 个 发 生 , 亦 即 ,事件 4 和 事件 有 满足 4UB=0Q,AB=9, 记 为 
А = BGK B = A), 见 图 7-1(d)。 

7. 事 件 4 与 事件 B HÆ (Subtraction): FF A 发 生 而 事件 B 不 发 生 , 记 A - B{ 见 图 
7-1(e))。 


・ 175 ° 





容易 证 明 下 述 几 个 等 式 成 立 ; 

(АФ = А; (2)A+ の = А; (3)А = А; 

(4) А + В = АВ; (5) АВ = А +В. 

只 证 等 式 (4) ,其 余 几 个 等 式 读者 可 自行 证 明 , 让 明 (4) 如 下 : 

任 取 一 基本 事件 EF, 使 EFEAUB, 有 EEAUB, 即 EEA 有 LEEB, 所 以 有 
ЕЄАНЕЄВ, ЕЄА П .RA 成 立 , 从 而 ,A U B = A U B. 

例 1 设 有 三 人 作 尿 常规 化 验 ,用 A 表示 至 少 有 一 人 不 正常 ,B 表示 三 人 都 正常 ,C 表 
示 三 人 中 恰 有 一 人 不 正常 ,试问 哪些 是 对 立 事件 ?哪些 是 互 斥 事件 ?B + C,A П C,A - СФ 
表示 何 实际 意义 ? 

解 : 事件 A 与 B 是 对 立 的 ,事件 B 与 C 是 互 斥 事件 ,B + C 表示 最 多 一 人 不 正常 ， 
АП С = C 表示 恰 有 一 个 人 不 正常 ,A - C 表示 至 少 有 二 人 不 正常 。 

例 2 i A.B.C 三 事件 , 则 

(1)A 发 生 而 B 与 C 都 不 发 生 可 表示 为 ABC 或 A-B-C 或 A - (B + O); 

(DA БВ 都 发 生 而 C 不 发 生 可 表示 为 ABC AB – C AB - АВС; 

(3) 这 三 个 事件 恰好 发 生 两 个 可 以 表示 为 ABC + АВС + АВС; 
(4) 这 三 个 事件 不 多 于 -一 事件 发 生 可 表示 为 ABC + АВС + BAC + САВ 或 AB + BC 
+ АС; 

($)4 .有 BC 不 都 发 生 可 表示 为 A + B- C 82 ABC + АВС + ВАС + CAB + АВС + 

ACB + ВСА, 


7.1.3 ”随机 事件 的 概率 


对 于 随机 事件 , 仅 知道 事件 的 结果 是 不 够 的 ,更 重要 的 是 知道 各 种 事件 的 结果 出 现 的 
可 能 性 多 大 ,为 了 研究 这 个 问题 ,我 们 先 引 入 频率 的 概念 ,然后 研究 事件 发 生 的 可 能 性 大 


小 。 











(一 ) 频率 和 概率 的 统计 定义 


【定义 2】 在 相同 条 件 下 重复 进行 N 次 随机 试验 中 , 若 事件 A 出 现 m 次 , 则 比值 
m /N 称 为 事件 A 在 NN 次 试验 中 出 现 的 频率 ,简称 为 事件 A 的 频率 (the frequency of event 
4), 记 作 W(A) ,用 公式 表示 如 下 : 

WCA) даа = N 

医药 工作 中 通常 说 的 发 病 率 、 病 死 率 ,出生率 等 都 是 频率 。 显 然 ,频率 具有 三 个 性 质 : 
对 任 一 事件 A, 有 0 < W(4) <1: 必 然 事件 的 頻 率 怠 等 字 1, 喜 (2) = 1; 不 可 能 事件 
的 频率 总 等 于 0, 记 W( の ) = 0。 对 于 频率 观察 ,人 们 在 实践 中 发 现 ,虽然 在 少量 的 试验 中 
看 不 出 频率 的 规律 性 ,但 是 经 大 量 的 重复 的 试验 ,事件 出 现 的 频率 具有 稳定 性 .下 面 举 两 
个 例子 来 说 明 频率 的 这 个 性 质 。 

例 3 掷 一 枚 均匀 的 硬币 ,一 次 试验 前 不 能 判断 出 现 正面 还 是 反面 ;在 7 次 或 9 次 试 
验 中 不 可 能 明确 出 现 正 面 的 频率 接近 50% ; 若 进行 大 量 重复 试验 ,出现 正面 的 频率 应 接 
近 50% , 几 位 数学 家 就 验证 了 这 个 结果 , 见 表 7-1。 

- 176 ` 








表 7-1 掷 币 实验 











试验 者 投掷 次 数 N 正面 数 т 频率 
De Morgran 2048 1061 0.5181 
Buffon 4040 2048 0. 5069 
Pearson 12000 6019 0.5016 
Pear son 24000 12012 0.5005 








例 4 经 过 大 量 的 统计 ,人 们 发 现 各 个 英文 字母 被 使 用 的 频率 相当 稳定 ,结果 见 表 7-2, 


表 7-2 英文 字母 使 用 频率 分 布 











字母 频率 字母 频率 字母 频率 
空格 0.2 H 0.047 | w 0.012 
F 0.105 D 0.035 G 0.011 
T 0.072 L 0.029 | B 0.0105 
O 0.0654 U 0.0255 ү 0.008 
А 0.063 C 0.023 K 0.003 
N 0.059 F 0.0225 X 0.002 
I 0.055 M 0.021 J 0.001 
R 0.054 P 0.0175 Q 0.001 
S 0.052 Y 0.012 7 0.001 

















这 些 数据 说 明 字 母 发 生 的 可 能 性 的 大 小 具有 稳定 性 。 

频率 的 稳定 性 充分 说 明 随 机 事件 出 现 的 可 能 性 的 大 小 是 事件 本 身 固 有 的 一 种 客观 属 
性 ,因此 可 以 对 它 进行 度量 。 下 面 给 出 概率 的 统计 定义 。 

【定义 3】 如 果 在 某 一 组 条 件 下 , 当 试 验 次 数 越 来 越 多 ,事件 4 出 现 的 频率 稳定 在 
某 一 常数 p 附近 作 微 小 摆动 , 称 常数 p 为 事件 A 的 概率 (probability) , 记 作 PCA) = р. 
称 概率 的 这 种 定义 为 概率 的 统计 定义 。 

容易 分 析 ,频率 一 般 是 不 确定 的 数 ,概率 则 为 确定 的 数 ; 当 试验 次 数 足 够 多 时 ,频率 相 
当 稳 定 , 便 把 频率 作为 概率 的 近似 值 , 即 P(A) = W(A); 由 于 频率 有 三 条 性 质 ,概率 相 
比 之 下 ,也 有 三 条 性 质 : 对 于 任何 事件 A, 有 0 志 P(A) 志 1; 对 于 必然 事件 0Q, 有 P(A) = 1; 
对 于 不 可 能 事件 ,有 P( の ) = 0。 

例 5 人 类 的 血型 可 以 分 成 A.B.O 和 AB 四 种 类 型 ,伦敦 的 一 个 血液 中 心 记 录 了 若 
干 年 里 供血 者 的 血型 ,其 O 型 频率 0.467, А 型 频率 0.417,B 型 频率 0.086, AB 型 频率 0.030, 那 
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么 以 频率 表示 概率 ,从 英国 人 中 随意 抽出 一 人 验 血 型 是 B 型 的 概率 为 P (B) =0.086, 同 
理 P(AB)=0.03, Р (О) =0.467, P (A)=0.417, 

另外 ,字母 的 频率 对 各 种 键盘 设计 ,信息 的 编码 ,密码 的 破译 等 有 重要 的 意义 。 例 如 
表 7-2 数据 ,把 字母 的 序号 (空格 是 1, 了 是 2,……,Z 是 27) 作 为 横 坐 标 ,对 应 的 频率 的 对 
数 作 为 纵 坐 标 ,这些 数据 的 散 点 图 大 致 呈 和 斜率 为 -1 的 直线 ,各 种 文字 都 有 类 似 的 规律 。 
АЖ DNA 分 子 链 中 ,总 长 度 的 3% 的 片断 已 包括 了 全 部 10 ПЕТЕ, ЖІН ГААН 
质 和 RNA 复制 编码 的 任务 。 另 外 的 总 长 度 占 到 97% 的 那些 片断 ,常常 由 长 短 不 定 的 分 
子 序列 大 量 重复 而 成 ,不 表现 任何 功能 ,被 称 为 Junk DNA。 可 是 近来 一 些 研 究 人 员 发 
现 ,这 些 片断 中 分 子 频 率 的 特征 竟然 与 上 述 规律 一 致 ! 是 否 说 明 这 些 片断 也 组 成 了 “基因 
文字 ”是 一 个 很 有 吸引 力 的 猜想 。 

通过 大 量 的 重复 试验 观察 频率 ,然后 用 频率 估计 概率 ,这 样 做 不 仅 麻烦 而 且 有 时 也 没 
有 必要 ,所 以 我 们 引出 较为 实用 的 概率 的 古典 定义 。 


二 .概率 的 古典 定义 


我 人 知道 逝 一 枚 均 勾 的 般 子 , 共 有 6 條 基本 事件 A; = i 出现 i 点 | ,i = 1,2,…,6, 不 
用 做 大 量 重 复试 验 , 利用 般 子 本 身 特 性 ,出 现 6 个 基本 事件 的 概率 均 为 1m6。 并 把 具有 这 样 
特征 的 事件 组 A, A2,A3, Ад, As 和 As, 称 为 基本 事件 组 ,并 引出 概率 的 古典 定义 。 

【定义 4] (cassical probability) 若 随机 试验 有 且 只 有 n 个 基本 事件 4， ,Аз,'",А,, 


并 且 每 个 基本 事件 的 概率 都 为 一 , 则 把 А, Аз, 7, An 称 为 等 概 基 本 事件 组 。 如 果 事 件 B 


EHH m 个 基本 事件 之 和 , 则 定义 事件 B 的 概率 为 
p(B) = 包含 的 基本 事件 个 数 _ m 
基本 事件 总 数 


例 6 MPRA 30 片 药 , 其 中 6 片 已 失效 ,从 瓶 中 任 取 5 片 , 求 其 中 2 片 失效 的 概率 ? 

М: 设 B 为 “ 任 取 5 片 中 有 2 片 失效 ”的 事件 ,可 计算 基本 事件 总 数 n = C3 
= 142306, 事 件 B 包含 基本 事件 的 个 数 m = C&C = 30360, 因此 ， 

P(B) = C2C3 /C5 = 30360/142506 = 0.213 

例 7 设 有 nn 个 球 ,每 个 都 能 以 同样 的 概率 17m 落 到 mm 个 格子 (m > n) 的 每 一 个 格 
子 中 , 试 求 :(1) 指定 的 ヵ 條 格子 中 各 有 一 球 的 概 率 ,(2) 任何 ヵ 全 格 子 中 各 有 一 全球 的 概 

解 : ”这 是 一 个 统计 物理 学 中 的 古典 概率 问题 ,由 于 每 个 球 可 落 入 m n) 个 格子 
中 的 任 一 个 ,所 以 n ERE m 个 格子 中 的 排列 相当 于 从 x 个 元 素 中 选取 x 个 进行 有 重复 
的 排列 , 故 共有 m" 种 基本 事件 总 数 。 

在 第 一 个 问题 中 ,基本 事件 个 数 相 当 于 个 球 在 那 指 定 的 n 个 格子 中 全 排列 n1, 因 而 
所 求 概率 等 于 піт", 

在 第 二 个 问题 中 , ヵ 个 格子 可 以 任意 选 , 即 可 以 从 m 个 格子 中 任意 选 出 ”个 格子 来 ， 
这 种 选 法 有 Cr, 种 ,对 于 每 种 选 定 的 ”个 格子 ,正如 第 一 个 问题 中 的 全 排列 ヵ !, 所 求 事件 
包含 基本 事件 的 个 数 为 Cn + 21, 故 所 求 概率 等 于 Cr e n!/m"o 
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7.2 概率 基本 运算 法 则 及 其 应 用 


7.2.1 概率 的 加 法 定理 


【 定 理 1】 两 个 互 不 相 容 事件 A 与 B 的 和 事件 的 概率 等 于 事件 A 的 概率 与 事件 B 的 
概率 之 和 , 即 P(A + B) = P(A) + P(B). 
Е: ” 按 概率 的 古典 定义 来 证 明 , 设 试验 的 可 能 结果 是 由 N 个 基本 事件 总 数 构 成 ,其 
中 事件 4 包含 Mi 个 ,事件 BB 包含 M, 个 ,由 于 事件 A 与 B 互 不 相 容 ,所 以 A 包含 的 基本 
事件 与 B 包含 的 基本 事件 一 定 是 完全 不 相同 的 ,这 样 一 来 ,A + B 包含 的 基本 事件 共有 
M, + M, 个 , 于 是 得 
P(A+B) = ЕТ? = M = P(A) + P(B) 
这 一 定理 不 难 推广 到 有 限 个 两 两 互 不 相 容 事件 ,下 述 两 个 推论 结果 由 读者 考虑 。 
【推论 1】 车 A,,A,,…,A, 是 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 有 
P(A, + А; + б + A,) 
= P(A) + Р(А,) ++ P(A,) 
【推论 2】 事件 A 的 逆 事 件 A 的 概率 为 
P(A) =1- P(A) 
【定理 2】 设 A,B 为 任意 二 事件 , 则 
P(A + B) = P(A) + P(B) – Р(АВ) 
证 : ”证明 思想 是 把 + B, B 分 别 分 解 成 为 互 不 相 容 的 事件 和 ,然后 由 定理 1 即 可 
证 明 , 详 见 图 7-2( 若 A ,B 互 不 相 容 ,结论 显然 成 立 )。 
BISA +B=A+(B-A)B= АВ + (В- А), 
ФА(В-А) = @,(АВ)(В- А) = の , 所 以 由 定理 1 得 
P(A +B) = P(A)+ P(B - A) 
P(B) = P(AB) + P(B - A) 
将 第 二 式 中 的 P(B - A) 代 人 第 一 式 中 ,可 证 
P(A + B) = Р(А) + Р(В) - P(AB) 
【推论 3】 #AA,B,C 为 任意 三 个 事件 , 则 
P(A + B+ С) = Р(А) + Р(В) + Р(С) ~ P(AB) 图 7-2 
ー P(AC) - P(BC) + P(ABC) 
例 8 一 批 针剂 共 50 支 ,其 中 45 支 是 合格 品 ,5 支 是 不 合格 品 , 从 这 批 针剂 中 取 3 
支 。 求 其 中 有 不 合格 品 的 概率 。 
解 : 设 和 A 为 “取出 的 3 支 针 剂 中 有 不 合格 品 ” 事 件 , A; 为 “ 取 到 3 支 有 ;只 不 合格 品 ” 
事件 ,i = 1,2,3, 显 然 A」, 4。,A。 ERIR, ВА = Aj +A + Aso 
它们 概率 分 别 为 


c! 
P(A)) = w = 0.2525, Р(А,) = 
50 








ССБ 。。 
ср = 0.023 


・ 179・ 





Cš Cs 





P(A3) = Су? = 0.0005 
50 
由 定理 1 可 得 
P(A) = P(A1) + P(As) + Р(А;) = 0.276 
0 3 
其 解法 也 可 利用 推论 2,P(A) =1- P(A)=1- се = 1 - 0.724 = 0.276. 
50 


例 9 胃癌 病人 接受 过 手术 (4A) BTB) .中 药 治疗 (C) 的 各 有 1Z2 ,同时 受过 两 种 
治疗 方法 的 各 有 1/[4 ,接受 过 三 种 治疗 有 1/8, 另 有 部 分 病人 因 误 诊 等 原因 而 未 得 到 治疗 ， 





这 样 的 可 能 性 有 多 大 ? 
解 : 先 求 至 少 得 到 一 И 
rrar の すけ で オー オー すす 


于 是 得 所 求 概率 为 P(A + B + っ - = 1 -7⁄8 = 0.125, 
7.2.2 条 件 概率 和 乘法 公式 


在 许多 实际 问题 中 ,除了 要 知道 事件 B 的 概率 外 ,往往 还 要 知道 在 事件 A 已 发 生 的 
条 件 下 B 出 现 的 概率 , 则 这 种 概率 可 认为 条 件 概率 , 简 记 为 P(B/A)。 例 如 ,在 美国 某 大 学 
高 血压 研究 中 心 就 诊 的 306 名 有 末端 器 官 损害 的 高 血压 病人 , 按 严重 程度 和 有 无 心绞痛 
分 类 ,各 组 病人 数 如 表 7-3。 
表 7-3 各 组 病人 数目 














以 A 表示 任 选 一 名 高 应 压 病人 是 重型 患者 ,以 B 表示 病人 无 心绞痛 史 , 则 由 上 面 数 
据 可 知 : 


P(A) = 45/306,Р(В) = 281/306,Р(АВ) = 38/306 
如 果 已 经 知道 一 名 病人 是 重型 , 且 无 心绞痛 史 的 条 件 概 率 P( B ZA) 是 多 少 呢 ?由 于 
A 已 经 发 生 , 他 肯定 属于 45 个 重型 病人 中 的 一 个 ,在 这 些 重型 的 病人 中 ,无 心绞痛 史 占 38 
Л. P(BZA) = 38[4$。 对 于 这 个 条 件 概 率 也 可 用 另 一 种 方法 计算 它 的 结果 , 即 
p(B/A) = P(AB) _ 38/306 


P(A) _45⁄306 
因此 ,我 们 给 出 条 件 概 率 的 定义 。 、 
【定义 5】 对 事件 A,B, 若 P(A) > 0, 则 称 


P(B/A) = Am 


为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 的 条件 概 率 (the conditional probability of B given A )。 
由 条 件 概率 定义 ,车 P(B) > 0 时 , 也 有 B 发 生 的 条 件 下 事件 A 的 条 件 概率 
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= 38/45 





TY 


Р(А/В), WA Р(А/В) = PLAB) ,可 得 PCAB) = P(B)P(A/B) ,所 以 有 概率 的 乘法 





P(B) 
公式 或 乘法 定理 。 
【定理 3】 两 事件 的 积 事 件 的 概率 等 于 其 中 一 事件 的 概率 与 男 一 事件 在 前 一 事件 出 
现下 的 条 件 概率 的 乘积 : 


Р(АВ) = P(A)P(B/A) = Р(В)Р(А/В) 
概率 的 乘法 公式 可 以 推广 有 限 多 个 事件 的 情形 。 例 如 ,对 于 三 个 事件 4,B,C 有 
P(ABC) = Р((АВ)С) = Р(АВ)Р(С/АВ) 
= Р(А)Р(В/А)Р(С/АВ) 

0110 在 某 一 人 群 中 ,斧子 (4A) 的 概率 是 0.005, ЛОВ) 的 概率 是 0.0085, MF 

中 是 盲人 的 概率 为 0. 12 , 求 这 个 人 群 中 任意 一 人 ,又 于 又 言 的 概率 。 
解 : 依 題 意 , P(A) = 0.005,Р(В) = 0.0085,Р(В/А) = 0.12, 所 求 概率 是 
P(AB), 由 乗法 公式 P(AB) = P(A)・P(B/A) = 0.005 x 0.12 = 0.0006,Р(А/В) 
P(AB) _ 0.0006 
© P(B) 0.0085 
7.2.3 事件 的 独立 性 


对 于 任意 事件 A ,B ,通常 条 件 概率 P(B/A ) 与 概率 P(B) 是 不 相等 的 (P(B/A) 关 
P(B)), 即 一 个 事件 发 生 改 变 了 另 一 个 事件 发 生 的 概率 ,说 明 事件 A 与 B 有 联系 ,但 是 ， 
生活 中 也 有 另外 的 一 种 情况 存在 , 一 个 事件 的 发 生 与 否 不 会 影响 另 一 事件 的 概率 
(Р(В/А) = P(A))。 例 如 ,在 一 批 有 一 定 次 品 率 的 产品 中 ,接连 两 次 抽取 产品 ,每 次 任 取 
一 件 。 如 果 第 一 次 抽取 后 仍 放 回 这 批 产品 中 , 设 第 一 次 取得 正品 这 事件 为 A ,第 二 次 取得 
正品 这 事件 为 B, 那 么 ,P(B/A) = P(B)。 

【定义 6】 设 A,B 二 事件 ,如 果 P(B/A) = P(B), WER A 与 事件 B 相互 独立 
( В is independent of A )。 

车 A 与 B 相 互 独立 , 则 P(B/A) = P(B), 又 由 乘法 公式 PCAB) = P(A)P(B/A), 
于 是 ,P(A4B) = Р(А)Р(В) 成 立 , 反 之 亦 然 。 

【定理 4】 事件 A 与 事件 B 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 P(AB) = P(A)P(B)。 

例 11 有 一 种 治疗 流行 性 感冒 的 新 药 ,在 500 名 流行 病人 中 ,有 的 服 了 这 种 药 (A), 
有 的 没有 服 这 种 药 (A ) ,经 5 天 后 ,有 的 痊愈 ( 忆 ) ,有 的 未 痊愈 (已 ) ,各 种 情况 的 人 数 见 表 
7-4, 其 中 170 表示 服药 后 痊愈 (AB) 的 人 数 ,其 余 类 似 。 试 判断 这 种 新 药 对 流感 是 否 有 效 ? 





== 0. 07059, 


表 7-4 服药 与 治疗 统计 表 














解 : ”比较 服药 后 痉 愈 与 未 服药 全 愈 事件 概率 ,由 于 试验 共 500 例 ,试验 次 数 相当 大 ， 
故 可 用 频率 近似 地 估计 概率 : 
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400 А と 170 し 
500 = 0.8,Р(В/А) = 210 0.81 


因为 P(B) 5 Р(В/А) 几乎 相等 , 故 可 认为 事件 B j A 相互 独立 ,表明 服药 和 不 服药 对 
治疗 效果 不 大 ,新 药 对 流感 无 意义 。 
例 12 ”考虑 有 两 个 孩子 的 家 庭 ,假定 男女 出 生 率 一 样 ,第 一 次 出 生 的 是 女孩 的 用 А 
表示 ,第 二 次 出 生 是 男孩 的 用 B 表示 ,说 明 A 与 B 二 事件 是 否 相 互 独立 。 
解 : 两 个 孩子 家 庭 按 出 生 先 后 顺序 排列 共有 四 种 可 能 结果 :( 女 , 女 ),( 女 , 男 ),( 男 ， 
女 ),( 男 , 男 )。 于 是 有 


P(A) = £, P(B) = 2, P(AB) = 1 


显然 P(AB) = P(A)P(B), 所 以 A 5 B 相互 独立 , 即 4 发生 的 条 件 下 ,不 影响 B 的 概 

例 13 假设 对 50 岁 的 男子 的 调查 结 吉 果 为 : 患 某 病 的 事件 为 C ,其 概率 P(C)= 
0.25; 常 吸烟 用 也 事件 表示 , P(D) = 0.4; P(CD) = 0.2。 试 说 明 不 吸烟 与 患 某 病 事件 是 
否 相 互 独立 ?再 求 P(CD)/P(CD) 和 P(C/D)/P(C/D) 并 说 明 二 比值 的 含义 。 

解 : C = CD + Ср, 等 式 右 端 二 事件 互 不 相 容 ,由 定理 1 知 : 

P(CD) = P(C) - P(CD) = 0.25 — 0.2 = 0.05 
P(D) = 1-Р(р) = 0.6, 又 有 P(C) = 0.25 

因此 P(CD) = Р(С) • PCD) ,说明 不 吸烟 与 患 某 病 事件 不 是 相互 独立 。 
又 因 


P(B) = = 





Р(С/р) = ке = 0.5,P(C/D) = Ра) ~ 0.083 
比值 : 
P(CD) 0.2 P(C/D) 0.5 





PCD) ~ 0.05 'P(C/D) ~ 0.083 — Š 


前 一 比值 表明 “吸烟 并 患 病 者 ”是 “不 吸烟 并 患 病 者 的 概率 的 4 倍 ,但 这 只 是 两 类 人 人 
数 上 的 比值 ;后 一 比值 说 明 吸 烟 者 是 不 吸烟 者 患 病 可 能 性 的 6 倍 ,虽然 两 比值 都 说 明 吸 烟 
与 患 病 有 关 ,但 后 一 比值 才 真正 反映 吸烟 与 和 否 而 导致 患 病 的 比值 。 
三 个 事件 A,B,C, 车 同时 成 立 下 列 四 个 等 式 
P(AB) = P(A)P(B) 
P(BC) = P(B)P(C) 
P(AC) = P(A)P(C) 
Р( АВС) = P(A)P(B)P(C) 
別称 A ,B,C 是 相互 独立 的 。 若 只 则 时 成 立 上 面 等 式 的 前 三 个 等 式 ( 第 四 个 等 式 不 成 立 ) , 
显然 4,,C 是 两 两 相互 独立 。 可 见 商 两 独立 不 一 定 相互 独立 ,相互 独立 一 定 是 两 两 独 
立 . 一 般 来 说 , 若 Ai,A>,…,A。 相互 独立 , 则 有 
P(A Ax::A,) = PCA PCA) P(A) 
反之 P(4」4>…A。 ) = P(A P(A) P(A ) 成立 , A1,A2, А, 未 必 相 互 独立 。 
在 实际 中 ,事件 的 独立 性 往往 不 是 根据 定义 来 判断 ,而 是 根据 一 项 试验 中 诸 因 素 可 经 
过 重复 试验 ,每 次 试验 中 的 诸 因 素 互 不 影响 ,来 判断 相互 独立 的 事件 。 
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例 14 其 约 乒 的 针剂 车 间 淮 装 一 批 合格 注射 液 , 需 经 四 道 工序 ,从 长 期 生产 经 验 知 ， 
由 于 制 饥 时 掉 和 人 玻璃 展 而 成 废品 的 概率 为 0.4% , 申 于 安 褒 洗涤 不 洁 而 成 废品 的 概率 为 
0.2% ,由 于 灌 装 时 污染 剂 液 而 成 废品 的 概率 为 0.1% ,由 于 封口 不 密 而 成 废品 的 概率 为 
0.6% , 求 四 道 工序 全 部 合格 品 的 概率 。 

解 : ”很 明显 ,一 道 工序 结果 好 坏 与 另 一 道 工序 无 关 , 即 造成 废品 的 四 个 因素 是 相互 
独立 的 ,生产 出 合格 品 的 四 道 工序 也 是 相互 独立 的 。 设 А, 表示 “第 i 道 工序 合格 品 ”,i = 
1.2,3,4, 由 概率 的 乘法 公式 

P(AIA2A3A4) = PEADP(CA2) P(A3) P(A) 
(1 — 0.004)(1 ~ 0.002) x (1 — 0.001)(1 — 0.006) 
= 0.9871 


7.24 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 


【 定 理 5】 (全 概率 公式 ) 设 A ,A,,…, A, 是 两 两 互 不 相 容 , 昌 PA) > 0; 若 BC 
Ар Ал +з tA, MEHE B 的 概率 





P(B) = XP(A;)P(B/A,)。 


r=1 
Ш: НАВЕЛА + A; + + A, 
B = B(A; + Аз ++ А„) = ВА, + ВА» + + BA, 
H BA, ВА, 77. ВА, RW W H AH, АТ H JI ЕЗЕШ ЕДА, 
P(B) = Р(ВА + BA, + - + BA, ) 
= P(BA í) + P(BA>) + … + P(BA,) 
= Р(А,)Р(В/А,) + P(A.)P(BZA;) 
+…+ Р(А,)Р(В/А,) 

请 注意 ,应 用 此 定理 时 ,经 常 抓 住 4 + A + + A, = 0 的 条 件 , 然 后 用 全 概率 公式 
求 复 杂事 件 B 的 概率 。 

例 15 当 怀 孚 妇女 作 首 次 产 前 检查 时 ,有 5% 的 孕妇 有 屎 路 感染 的 症状 。 在 初次 检 
碍 没有 感染 的 人 中 ,有 4% 的 人 在 首次 检查 后 到 分 娩 之 前 这 段 时 间 里 发 生 感染 。 问 怀孕 
期 间 妇 女 普 患 屎 路 感染 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 设 A 为 “首次 检查 出 现 感染 " 事件, 为 “怀孕 期 间 出 现 感 染 ” 事件 。 

依 题 意 , P(A) = 0.05,P(4) = 0.95,Р(В/А) = 0.04, 17 P(B/4 ) = 1。 最 然 有 В 
三 .44,4 与 4 互相 容 , 由 全 概率 公式 

P(B) = P(A)P(BZA)+ Р(А)Р(В/А) 
= 0.05 x 1 + 0.95 x 0.04 = 0.088 

[定理 6】 设 A Aore, An НУЛЯ, Н. P(A,) >0,; = 1,2, n P(B) 
> ОФ BC A, + А, ++ A, WMA 
Р( А,В) Р(А,)Р(В/А,) 


= k =1,2,- п 
P(B) п , s&s 9 
2 P(A;)P(B/A;) 


定理 6 是 者 名 的 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 。 很 多 医学 诊断 模型 都 建立 在 此 公式 上 ,因此 ， 
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P(A,/B) = 








把 属于 这 类 的 分 析 方 法 常 叫做 贝 叶 斯 分 析 。 贝 叶 斯 公式 的 证 明 可 直接 用 条 件 概率 和 全 概 
率 公式 得 出 。 

例 16 经 大 量 临床 应 用 知道 , 某 种 诊断 肝癌 的 试验 有 下 述 效果 :; "试验 反应 为 阳性 ” 
记 为 事件 B,“ 被 诊断 患 肝 癌 ” 的 事件 为 A 。 据 统计 资料 ,肝癌 患者 试验 反应 为 阳性 的 概率 
为 0.94, 即 真 阳性 率 为 Р(В/А) = 0.94, 非 肝癌 患者 试验 为 阴性 的 概率 为 0.96, 即 真 阴 
性 率 为 P(5/4) = 0.96, 对 一 群 人 进行 癌症 普查 ,假设 被 试验 的 人 群 中 ( 意 指 某 一 地 区 ) 
患 有 于 癌 的 发 病 率 为 0.003, 今 有 一 人 经 试验 反应 为 阳性 , 求 此 人 患 肝 瘤 的 概率 ? 

解 : 依 题 意 ，P(4) = 0.003,Р(В/А) = 0.94,P(A) = 1 - P(A) = 0.997, 
Р(В/А) = 1 - Р(В/А) = 1 - 0.96 = 0.04, 所 求 概率 为 贝 叶 斯 公式 有 = 2 的 情况 : 

Р(А/В) = AP(BZA) + PCADP(BZ2) 
_ 0.003 x 0.94 
0.003 x 0.94 + 0.997 x 0.04 
= 0.066 

可 见 试验 为 阳性 的 人 确实 患 肝癌 的 可 能 性 并 不 大 , 仅 为 6.6%。 

例 17 设 某 医院 仓库 中 有 10 盒 同样 规格 的 X 光 片 ,已 知 其 中 有 5 £.3 6.2 食 依 次 
是 甲乙、 丙 厂 生产 的 , 且 甲 乙 、 丙 厂 生 产 的 该 种 X 光 片 的 次 品 率 分 别 是 1/10,1715,17 
20, 从 这 10 盒 中 任 取 一 盒 ,再 从 取出 的 这 盒 中 任 取 一 张 X 光 片 , 抽 到 的 X 光 片 是 正品 , 问 
所 抽 到 的 正品 依次 是 甲乙 . 丙 厂 生产 的 概率 各 为 多 少 ? 

解 : 设 A1、A,、A; 分 別表 示 取 送信 XX 光 片 是 甲乙 、 丙 厂 生 产 的 ,B 表示 久光 片 是 
正品 。 则 

P(A,) = 5/10,P(A,) = 3/10, P(A3) = 2/10,P(B/A,) = 9/10,P(B/A;) = 
14/15,Р(В/Аз) = 19/20 

由 贝 叶 斯 公式 ,可 求 得 义 光 片 是 正品 , 且 属 于 甲 厂 生 产 的 概率 : 

P(A;)P(B/A,) 
P(A)P(B/A,) + Р(А,)Р(В/А,) + РСА»)Р(В/Аз) 
_ 5/10 x 9/10 
5710 x 9/10 + 3⁄10 x 14/15 + 2/10 x 19/20 
= 45/92 

类 似 可 求 到 Р(А,/В) = 28/92,Р(Аз/В) = 19⁄2, 

例 18 为 探讨 乳腺 肿块 的 鉴别 诊断 ,调查 了 186 个 病例 ,根据 病理 报告 ,其 中 乳癌 
(А,)29 例 , 纤 维 腺 瘤 (Az)92 列 ,乳腺 病 (43)65 例 。 由 此 可 得 各 病 的 概率 如 下 : 


P(A;) = 2 = 0. 1559, P(A;) = 2 == 0. 4946 








P(AI/B) = 





P(A;) = 05 ~ 0. 3495 


在 各 种 病 发 病 的 条 件 下 ,有 关 重 要 症候 (Bi,,) 出 现 的 概率 P(Bi,/A;) 的 经 验 估计 见 表 
7-5% 
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表 7-5 乳腺 肿块 病理 统计 表 



















































乳癌 (29 例 ) 纤维 腺 瘤 (92 例 ) 乳腺 病 (62 例 ) 
症候 表現 
例 数 条件 概 率 条 件 概率 例 数 条件 概 率 
+ 
By < 40 4 0.1379 74 0.8043 54 0.8308 
FRO) Bw Z 40 25 0.8621 18 0.1957 11 0.1692 
12 = ・ . 
_|_ 上 | L _ 
肿块 B, 整齐 2 0.0690 45 0.4891 30 0.4615 
表面 Bz 不 整齐 27 0.9310 | 47 0.5190 35 0.5385 
+ — — 
Ву 中 4 0.1379 6 0.0652 12 0.1846 
硬度 В 偏重 16 0.5517 77 0.8370 49 0.7588 
Вз 硬 9 0.3104 9 0.0978 4 0.0616 
十 + ーー —{— 
Ba 慢 3 0.1034 4 0.0435 16 0.2462 
А Bp 中 16 0.5517 79 0.8587 46 0.7077 
Вз № 10 0.4338 9 0.0978 3 0.0461 
Bs 清楚 1 0.0345 51 0.5543 19 0.2932 
边界 gs KHE 24 0.8276 38 0.4130 36 0.5538 
Bs 不 清楚 4 0.1379 3 0.0327 10 0.1539 
| 
ШЖ Ba < 2.75 6 0.2069 69 0.7500 56 0.8615 
Bo > 2.75 
长 度 Ccm) 23 0.7931 23 0.2500 9 0.1385 


例 如 , 乳 癌 29 例 中 ,年 龄 “小 于 40 2” GEX Bu) 401, РОВА) = 4/9==0.1397; 
年 龄 “不 小 于 40 岁 ”( 记 为 Bj;) 者 25 例 , 故 P(Bis/A1) = 25/29 20.8621, Ж, 
有 一 个 病例 ,患者 35 岁 ,乳腺 肿块 表面 整齐 , 偏 硬 , 近 期 未 见 明 显 增 大 ,边界 不 清楚 ,长 约 
2cm。 如 何 鉴别 该 患者 属于 哪 种 病 ? 
解 : ”该 病例 所 出 现 的 有 关 症 候 表现 的 具体 组 合 可 用 符号 表示 为 :日 = Bu B> Ву 
Ba Bs3 Ba 假定 各 症候 表现 的 出 现 与 否 彼此 独立 , 则 根据 独立 事件 概率 可 得 
P(B) = Р(В,)Р(В;;)Р(Вз,)Р(Ва )Р(В53)Р(Вь) 
E ACAR) 发 生 的 条 件 下 ,B 出 现 的 概率 
P(B/A1) = P(Bii/4」) ア (85」/4」)P( By/ADP(BI/ADP(Bs/AN)P( Boe/AL) 
= 0.1379 x 0.0690 x 0.5517 x 0.1034 x 0.1379 x 0.2069 
= 1.5487 x 107$ 
同 理 可 得 P(/4。) = 3.5019 x 104, P(B/A3) = 9.4281 x 103 于 是 根据 贝 叶 斯 公式 ， 
可 算出 在 症候 В 表現 的 条件 下 , 乳 癌 А, 发 生 的 概率 : 
Р(А,)Р(В/А,) 
Р(А)Р(В/А,) + P(A2.)P(B/A;.) + P(A3)P(B7A3) 
_ 0.1559 х 1. 5489 x 107° 
0.1559 х 1. 5489 х 1075 + 0. 4945 х 3.5019 х 1074 + 0. 3495 х 9.428 х 1073 
= 6.92 х 1073 





Р(А\/В) = 
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同 理 P(A»/B) = 4.9593 x 10 2,P(As/B) = 0.9435, 
Ж тах ІР(А,/В),Р(А,/В),Р(Аз/В)| = 0.9435, 这 说 明 该 病人 在 他 的 症候 表现 下 是 
乳腺 病 的 可 能 性 最 大 ,所 以 诊断 该 患者 乳腺 病 Аз о 

利用 计算 机 快速 计算 的 功能 ,总 结 众多 著名 医学 专家 综合 治 病 经 验 ( 表 7-5) ,其 诊断 
结果 显著 好 于 个 别 医 生 用 定性 指标 和 经 验 诊断 的 结果 。 这 种 利用 计算 机 快速 定量 诊断 正 
是 目前 临床 医学 诊断 的 发 展 方向 。 





7.3 随机 变量 及 其 概率 


7.3.1 随机 变量 


如 果 能 把 随机 试验 的 结果 与 实数 对 应 起 来 ,对 我 们 研究 随机 现象 会 带 来 更 大 的 好 处 ， 
引进 我 们 蕉 悉 的 变量 概念 ,就 能 完成 这 个 任务 。 比 如 ,生化 检查 结果 分 阳性 和 阴性 ,我 们 用 
变量 X 表 示 ,X = 0 表示 阴性 ,X = 1 表示 阳性 。 又 如 ,急性 闲 尾 炎 患 者 腹部 庄 痛 的 程度 分 
为 "无, 轻 ,中 、 重 "4 等 , 用 変量 X 分 別 取 “0、1 2、3” 表示 上 面 4 种 压痛 感 的 程度 , 青 如 , 测 
量 某 一 年 龄 人 的 身高 也 可 直接 用 变量 表示 ,变量 具体 测量 的 值 ,就 是 随机 试验 的 结果 出 现 
了 -对 "* 扫 一 枚 硬币 "" 掷 一 颗 货 子 ” “测量 某 一 年 龄 人 的 体重 .血压 .心率 ”都 可 用 类 似 的 
办 法 ,从 而 随机 试验 的 结果 亦 跟 实数 对 应 起 来 。 

[EX7] 若 对 于 随机 试验 的 每 一 个 可 能 的 结果 e, 都 有 唯一 的 实数 X(e) 与 之 对 
应 , 则 称 X(e) 是 随机 变量 (random variable), 简 记 为 X ,或 简 记 为 Y、g、7。 

一 般 说 来 ,随机 试验 的 结果 出 现 具有 偶然 性 ,随机 变量 取 值 也 具有 侦 然 性 ,试验 的 结 
果 不 同 ,随机 变量 取 值 也 不 同 。 这 样 一 来 ,对 随机 现象 的 研究 转化 为 对 随机 变量 的 研究 ， 

最 为 常见 的 随机 变量 有 两 类 ,一 类 是 离散 的 随机 变量 , 另 一 类 是 连续 随机 变量 。 对 于 
随机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 为 有 限 个 或 无 限 个 , 则 称 X 为 离散 随机 变量 ;对 于 随机 灾 量 
X 的 取 值 为 某 一 区 间或 整个 实数 轴 上 的 值 , 则 称 X 为 连续 随机 变量 .例如 某 医 院 每 大 就 
诊 人 数 就 是 离散 随机 变量 ;例如 某 一 年 龄 人 的 身高 ,体重 、 血 压 、 成 人 血浆 中 a- REAR 


含量 均 是 连续 随机 变量 。 
7.3.2 离散 随机 变量 的 概率 分 布 和 连续 随机 变量 的 概率 密度 函数 


我 们 不 仅 关心 随机 试验 的 结果 ,而且 更 关心 某 些 试验 结果 出 现 的 可 能 性 的 大 小 .试验 
所 有 可 能 结果 已 经 与 随机 变量 对 应 起 来 ,因此 ,我们 要 研究 随机 变量 取 具 体 某 些 值 时 概率 
的 大 小 。 





一 .离散 随机 变量 的 概率 分 布 
【定义 8】 设 X 为 一 个 离散 随机 变量 , 它 可 能 取 的 值 为 = ,x;,…， 这 些 值 相应 的 要 


Р(Х = x,) = р, (k = 1,2,9) 
其 中 p, 220, Ур, = LEARNA EGEN S Æ X 的 概率 分 布 (the probability distribution 


Ë 
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of discrete random variable X )。 
概率 分 布 也 可 以 用 列表 的 方式 来 表示 : 
X = x, | 25 да аре 


Р(Х = 2) = р 








pi Рр» ps pg 


当 概 率 分 布 写 成 表格 形式 时 ,就 称 为 X 的 分 布 列 。 由 分 布 列 一 目 了 然 地 看 出 随机 变量 X 
的 取 值 范围 及 取 这 些 值 的 概率 分 布 情况 。 
例 19 设 盒 中 有 2 个 白 球 3 个 黑 球 ,从 中 随机 取 3 个 球 , 求 抽 得 白 球 数 的 概率 分 布 ? 
解 : 令 和 表示 从 盒 中 取 3 个 球 中 的 白 球 个 数 ,由 于 只 有 两 个 白 球 ,所 以 随机 变量 X 
可 能 取 0,1,2 数值 ,其 相应 概率 : 























CIC3 1 C3C3 2х3 
Р(Х =0) С? 10 0.1, P(X=1) С? 10 0.6 
_ C2CG3 1x3 
P(X=2)= С? = 10 =0.3 
或 写成 分 布 列 : 
X=x | 0 1 2 
Р(Х= z,) = р | 0.1 0.6 0.3 


二 、 连 续 随机 变量 概率 密度 函数 


对 于 离散 随机 变量 关于 一 点 的 概率 很 有 意义 ; 对 于 连续 随机 变量 研究 孤立 的 一 点 概 
” 率 就 没有 实际 意义 了 ,我们 关心 的 是 连续 随机 变量 能 够 取 某 些 区 间 中 的 所 有 值 的 概率 有 
多大 ? Rl Pia < X < b| =? ,这 就 是 概率 密度 中 数 要 解决 的 问题 。 为 了 更 好 地 研究 概 
率 密度 函数 , 先 介 绍 频 率直 方 图 ,然后 给 出 概率 密度 函数 。 

1. 频 率直 方 图 简介 

我 们 用 具体 实例 介绍 频率 直方 图 的 作法 。 例 如 ,为 了 研究 某 地 区 12 岁 男 孩 身高 的 情 
况 ,随机 地 抽取 120 名 男孩 测 得 身高 数据 见 表 7-6。 

表 7-6 1202 12 岁 男 孩 身 高 数据 (单位 :cm) 

















128.1 144.4 150.3 | 146.2 140.6 139.7 
134.1 124.3 147.9 | 143.0 143.1 162.0 
142.7 137.6 136.9 122.7 131.8 147.7 
140.8 127.6 150.7 160.3 148.5 156.9 
150.4 154.3 141.2 139.7 147.5 132.9 
133.1 142.8 136.8 133.1 144.5 142.4 


分 别 以 表 7-6 中 的 最 小 值 122.0cm ,最 大 值 162. 0cm 为 始点 a 和 终点 5 ,将 区 间 i 2， 
2b] 分 成 10 个 均等 的 小 区 间 , 小 区 间 长 度 Azx; =3.76*:4cm( 随 着 试验 次 数 增 大 ,小 区 间 
长 度 Ах; 可 以 任意 减 小 ) ,每 个 小 区 间 里 的 身高 数目 定义 为 这 个 区 间 的 频数 эп, ,每 个 小 区 
间 的 频率 即 为 mz;/n。 这 样 一 来 根据 表 7-6 数据 ,就 可 得 到 频率 分 布 情况 , 见 表 7-7. 
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表 7-7 频率 分 布 表 














组 号 i 区 间 频数 т; 频率 m, /n 
1 122.0,126.0] 4 0.033 
2 126.0,130.0] 9 0.075 
3 130.0,134.0] 10 0.083 
4 [134.0,138.0] 22 0.183 
5 [138.0,142.0] 33 0.275 
6 [142.0,146.0] 20 0.167 
7 [146.0,150.0] 11 0.092 
8 [150.0,154.0] 6 0.050 
9 [154.0,158.0] 4 0.033 
10 [158.0,162.0] 1 0.008 。 

合计 120 1 














我 们 以 随机 变量 身高 作为 横 坐标 zx, 以 一 -二 作为 纵 坐 标 y, 建 立 直角 坐标 系 。 因 此 ， 


nA z; 





在 每 个 小 区 间 上 的 矩形 面积 等 于 -XX Ar = (之 0) 即 等 于 频率 ,这 样 便 得 到 频率 直 
方 图 (图 7-3)。 





图 7-3 图 7-4 

这 个 频率 直方 图 有 明显 的 特点 ,所 有 的 矩形 面积 之 和 等 于 1, 且 拖 形 面积 就 是 频率 。 

2. 连 续 随 机 变量 的 概率 密度 函数 

当 试 验 次 数 无 限 增 大 ,小 区 间 长 度 无 限 的 小 ,用 上 述 同样 的 方法 作 频 率直 方 图 ( 见 图 
7-4)。 甜 形 面 积 是 频率 ,根据 频率 的 稳定 性 ,和 矩形 面积 不 可 能 一 会 儿 大 ,或 者 一 会 儿 小 , 客 
观 上 甜 形 面积 的 大 小 只 能 被 固定 了 。 而 且 和 矩形 面积 就 是 概率 。 每 一 个 矩形 面积 都 被 固 
定 ,频率 直方 图 的 形状 就 确定 了 ,客观 上 存在 一 条 曲线 f(z) 描述 了 这 个 图 形 的 形状 。 并 
且 知道 ,曲线 下 的 面积 就 是 概率 。 因 此 有 概率 密度 函数 定义 。 

【定义 9】 对 于 连续 随机 变量 X ,如果 存 在 非 负 可 积 函 数 7(z ) ,使 对 任意 实数 a, 
b(a < b), 都 有 


Pla < х6} = | fd 


別称 f( <) J X 的 概率 密度 函数 (probability density function) ,简称 密度 函数 或 概率 密度 。 
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H 038 РГ Jy BM ЗЕРИ ЖК, ХҮШ КЖК ОК f(x) 具有 下 列 性 质 : 
1 Рх) Z 0; 


2 PI- œ< X<+ о] = |` “(yaz = 1, 
按照 定义 ,连续 随机 变量 X 取 一 点 a 的 概率 值 为 0 , 即 
PIX = al = fa)de = 0 
a 


所 以 ,研究 一 点 的 概率 无 实际 意义 , 且 PIX 之 zx} 与 PIX < zi 在 数值 上 相等 。 
例 20 设 f(z) 是 连续 随机 变量 密度 函数 , 且 


ат, 0<x=<1 
fz) = B 其 他 
求 常数 a 的 值 ,并 计算 P |1⁄3 < X 去 1] 的 概率 值 。 


解 : 由 密度 函数 性 质 

1 = F f(z)dz = `. odz + | атах +f i odz = [атах = ;因此 ,a = 2。 
将 其 代入 密度 函数 中 ,得 
» 


2rdz = 1⁄4 — 1⁄9 
3 


P|13< x< 了 于 | = |, 


7.3.3 随机 变量 的 分 布 函数 


概率 分 布 刻 划 了 PIX = zi 一 点 的 概率 , 概率 密度 函数 解决 区 间 上 的 概率 
Ple<X 委 5 而 实际 生活 中 有 时 也 要 解决 随机 变量 XEKEL- оо, х] 上 取 値 的 概 
率 ,比如 ,病人 的 身体 状况 至 多 能 承受 多 大 剂量 的 放射 治疗 .另外 ,我 们 将 离散 随机 变量 和 
连续 随机 变量 统一 在 一 个 区 间 [ 一 оо, с) 上 考虑 它们 的 概率 。 
[EX 10] 设 久 是 随机 变量 ,x 是 实数 ,以 xz 为 变量 的 函数 
F(z) = P| X< zx! 
称 为 X 的 分 布 范 数 (distribution function) 
从 上 述 定义 ,分 布 函数 具有 以 下 性 质 : 
r 0< F(z)< 1 
2° limF Cz) = 0, lim F(z) = 1。 
3° 3 z, < 2 tt, Æ Flr) < Е(х»)ь 
4 对 于 任意 实数 zl,zrz(zl < 22), Plr < X< 2, = PIX< | - PIX < +x,! = 
Е(х») ~ Ё(хү)» 
5° 对 于 离散 随机 变量 , F(x) 是 右 连续 , 即 lim РС) = F(zo); 对 于 连续 随机 变 
量 ,F(z) 是 连续 的 , 即 
lim F(z) = F(zo) 


由 于 概率 分 布 和 概率 密度 函数 之 间 的 区 别 , 在 具体 计算 分 布 函 数 时 也 有 些 不 一 样 。 
如果 X 是 离散 型 随机 变量 : 
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PIX = za} = pelk = 1,2,) 
由 于 分 布 列 中 任意 二 事件 X = zi| SIX = tlk Z i) АЛАНИ, ИШ ЖЕЕ 
理知 X ШТИП KR 
F(z) = PIX <z} = МРІХ = zl 
即 , 对 于 离散 随机 变量 
F(x)= Рі-ю < X< <=] = 22р, 


式 中 的 和 号 是 对 所 有 z, < x Wk 进行 累加 。 
例 21 求 本 章 例 19 中 的 分 布 列 





X = z, | 0 1 2 
PIX=x | 0.1 0.6 0.3 
的 随机 变量 X 的 分 布 函数 。 


Ж: 当 z<0 时 ,iX < z| 是 不 可 能 事件 ,F(z) = P|X < z = >p, = 0。 


z, <= 


当 0 委 xz<1 时 ,F(z) = Ур = РІХ = 01 = 0.1 


て 


当 1 委 z<2 时 ,F(z) = Xp, = PIX = 01 + PIX = 11 =0.1+0.6=0.7 


л Sr 


+ Х®2Ю,Е(х)= 2p = PIX =0}+P|X=1]+P|X=2}=1 


于 是 ,随机 变量 X 的 分 布 函数 为 





0, ЩЩ x < 0, 

0.1, 当 0< ェ <1, 
F(x) = sr 

1, 当 2<2。 
分 布 函数 图 形 参 见 图 7-5。 


如果 X 是 连续 随机 变量 ,由 定义 10 ,随机 
变量 х 的 分 布 函 数 是 
F(z) = PIX <z} = [E fd (= ° < z <+ о) 
其 中 /(z) 是 X 的 密度 函数 。 
连续 随机 变量 密度 函数 与 分 布 函数 关系 是 : 
密度 函数 убт) 在 [- co,z] 上 的 积分 就 是 分 布 函 数 ;分 布 函 数 F(z) 的 导数 就 是 密 
度 函数 /(x) , 妈 








F(z) = jm F(z tAr) ー F(x) 
ド が (の aw -|* 070129 


Ar->0 Ат 
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例 22 求 例 20 的 密度 函数 为 


т, х < 
f(z) = 2 0 < 1 


0, 其他 
的 随机 变量 的 分 布 函数 ;通过 分 布 函数 也 求 P13 < x < 1) 的 概率 。 


解 : 因为 F(z) = | f(z)dt, 所 以 
当 z 志 0 时 ,F(z) = 0; 


当 0 く + で 1 時 JFCz) = | 2rar = 22; 


当 z>1 时 ,F(z) = [° /d+ нае + | fode = 1. 
由 上 述 求 解 归 纳 分 布 函数 如 下 : 
0, 4 + < 0, 
ноа , 30 < х <1, 
1, 3 1=< x. 
其 图 形 如 7-6 图 所 示 。 


l. Pr 上 上 上、 1 ニー ユー 
Pi13 く メデ テ | = ЕСУ)-ЕСу) = 5 = 








7.3.4 五 种 常见 的 随机 变量 分 布 


一 般 来 说 ,常见 的 随机 变量 分 离散 型 和 连续 型 随机 变 
量 , 相 应 的 分 布 也 得 分 离散 型 随机 变量 分 布 和 连续 型 随机 变量 分 布 。 我 们 先 叙 述 常见 的 
离散 型 随机 量 分 布 ,它们 是 二 点 分 布 、 二 项 分 布 泊 松 分 布 ;然后 叙述 常见 的 连续 型 随机 变 
量 分 布 ,它们 是 均匀 分 布 和 正 态 分 布 。 


一 、 二 点 分 布 


车 一 次 试验 只 有 两 种 结果 (A 或 和) ,如 药品 质量 检验 分 “合格 与 不 合 " ,又 如 新 生 的 遇 
儿 分 “男性 与 女性 ” 等。 把 结果 A 与 1 对 应 ,结果 A 对 应 0, 则 可 定义 二 点 分 布 。 
【定义 11】 车 随机 变量 X 的 分 布 为 
PIX= l = р, PIX=0 =1- b 
则 称 X MALADO < p < 1) 为 参数 的 二 点 分 布 ,或 (0-1) 分 布 (two-point distribution) 。 


二 、 二 项 分 布 


二 项 分 布 与 伯 努 利 (Bernouli) 试 验 紧 密 相关 。 如 果 随 机 试验 满足 下 面 三 个 条 件 的 试 
验 , 称 为 该 试验 为 п 重 伯 努 利 试验 : 
1. 该 试验 在 相同 条 件 下 重复 n 次 试验 ; 
2 .每 次 试验 只 有 二 个 结果 A A ,每 次 试验 两 种 结果 的 概率 均 是 P(A) = р,Р(А) 
=1-р (0<%p<1); 
3. 在 n 重 试验 中 ,各 次 试验 结果 互 不 影响 。 
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重复 n 次 抛 一 枚 硬币 ; 某 药 治 某 病 分 治愈 或 不 治愈 两 种 结果 ,对 ”个 病人 进行 治疗 ; 
这 些 试验 均 属于 重 伯 努力 试验 ,怎样 求 n 重 伯 努 利 试验 的 概率 ?我 们 考虑 这 样 的 概率 : 
求 在 3 次 重复 试验 中 事件 A 刚好 出 现 2 次 的 概率 ? 
HAG = 1,2,3) 表示 事件 A 在 第 i 次 试验 发 生 ;用 A;(i = 1,2,3) 表示 事件 A 在 
第 i 次 试验 中 不 发 生 。 那 么 3 次 试验 A 出現 2 次 的 结果 共 C3 个 
A; A; Аз, А. Аз A;, A1 А Аз, 
所 求 概率 用 P。(2) 表示 ,由 于 在 C3 结果 中 任何 两 种 结果 都 是 互 不 相 容 的 , 且 各 次 试验 相 
互 独立 , 故 由 概率 加 法 定理 和 事件 独立 性 有 
P3(2) = P'A А, Аз + А, А; As + Ai A; Аз! 
= P| A, А,А;| + PIA, As Аз} + РІА, А›Аз} 
P(4.)P(4 ぅ )P(43) + P(A )P(A2)PC(A3) + Р(А,)Р(А,)Р(Аз) 
— 3р2(1- р)? = C 5р2? 
基 中 g =1ー ヵ , 这 就 是 要 求 的 概率 。 
3 次 重复 试验 事件 A 可 能 出 现 0 次 ,1 次 ,2 次 ,3 次 。 相 应 地 概率 为 
Pj(k) = Cg (k = 0,1,2,3) 
推广 成 ”次 重复 试验 4A 出 现 k 次 概率 为 
P,(k) = Šp} (を = 0,1, =n) 
【定义 12】 若 随机 变量 X 的 概率 分 布 
P, (k) = Срат tk (を = 0,1,… り な ) 
X 服从 参数 为 n,p(0 < p< 之 1,4 =1- р) 的 二 项 分 布 (binomial distribution) , 记 作 
~ B(n,p)。 也 可 用 分 布 列 形式 表示 二 项 分 布 。 
例 23 在 100 升 经 消毒 的 自来水 中 ,只 能 含有 10 个 大 肠 杆菌 , 今 从 中 取出 1 升水 进 
行 检验 , 问 在 这 一 升水 中 检 出 2 个 大 肠 杆 菌 的 概率 是 多 少 ? 如 果真 的 检查 出 有 2 个 大 肠 
杆菌 , 问 这 水 是 个 合格 ? 
解 : 因为 ,每 个 大 肠 杆菌 只 有 落 人 或 不 落 人 被 抽取 的 这 一 升水 中 ， AMER EN 


大 肠 杆 菌落 入 (A) 或 不 落 入 (4 ) 这 一 升水 中 彼此 相互 独立 , 且 P(A) = ii = = 0.01, 
P(A) =0.09, 所 以 ,这 10 个 大 肠 杆菌 是 否 落 人 可 以 看 作 是 做 了 10 次 独立 重复 试验 。 故 所 


求 概率 


H" 








Pio(2) = Ct, (0.01)2(0.99)19-2 = 0.0041 

这 一 概率 很 小 ,小 概率 事件 在 一 次 试验 中 很 难 发 生 。 如 果 仅 做 一 次 试验 ,在 抽检 的 一 
升水 中 就 发 现 2 只 大 肠 杆菌 , 则 在 很 大 程度 上 ,认为 这 水 是 不 合格 的 。 

例 24 据 报 道 ,有 10% 的 人 对 某 药 有 肠 道 反应 ,为 考核 该 药 疗 效 , 现 任 选 5 人 用 此 
药 , 试 求 :(1) 有 肠 道 反应 的 人 数 的 概率 分 布 ;(2) 不 多 于 2 人 有 上 肠 道 反应 的 概率 ;(3) 有人 
有 反应 的 概率 。 

解 : 设 某 人 服药 后 有 反应 事件 为 4, 则 P(4) = 0.1,Р(А) = 0.9。 5 人 中 有 肠 道 
反应 人 数 为 随机 变量 X, 因此 ， 

(1) X ~ pg(3,0.1), 即 

Ps(k) = Cš(0.1)2(0.9)°"* (を = 0,1,2,…,S) 
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J> 


(2)PIX <2 


k= 


0 
= 0.59049 + 0.32805 + 0.07290 = 0.99144 
(З)Р\Х > 1! = 1- Ps(0) = 工 -0.59049 = 0. 40951 


Z ARADA 
【定义 13] 若 随 机 变量 X KERS 
P|X = | = Аа (k = 0,1.2…) 


別称 X 服从 参数 为 1() > 0) 的 泊 松 分 布 (Poisson distribution) , 走 作 メー Р(А) à 

人 们 发 现 许 多 稀 朴 现象 ,如 稀有 元 素 含 量 ; 低 发 病 的 发 病人 数 ;单位 时 间 内 交换 台 呼 
叫 的 次 数 等 均 服 从 泊 松 分 布 。 

法 国 数学 家 泊 松 证 明 泊 松 定理 , 即 在 一 定 的 条 件 下 二 项 分 布 的 极限 分 布 恰 为 泊 松 分 
布 。 正 是 这 个 定理 ,保证 了 n 充分 大 ,p 很 小 ,使 np = 和 ,有 二 项 分 布 近似 等 于 泊 松 分 布 ， 
BB 


k 
р, (k) = CE р)" ~ en = PIX =k} 


很 明显 , (> 50) 很 大 ,P(< 0.05) 较 小 ,计算 二 项 分 布 很 麻烦 ,但 是 有 了 上 式 近似 式 , 用 
泊 松 分 布 很 容易 计算 二 项 分 布 。 
例 25 用 车 运送 500 件 针剂 药品 ,在 运输 途中 药品 受 损坏 的 概率 为 0.002,(1) 求 运 
输 途 中 小 于 3 件 药品 损坏 的 概率 ;(2) 求 运输 途中 多 于 3 件 药品 损坏 的 概率 。 
解 : 设 药品 在 运输 途中 损坏 的 件数 为 随机 变量 X, 从 而 ,X ~ B(500,0.002), 由 于 
n = 500 相当 大 ,p = 0.002 相当 小 ,所 以 可 用 泊 松 分 布 近 似 计 算 , 取 ) = np = 1 ,计算 时 ， 
查 附 录 IV。 所 求 概 率 是 
(1)Р{Х < 31 = Pgo(0) + Psoo(1) + Psoo (2) 
== 0.3679 + 0.3679 + 0.1839 = 0.9197 
(2)PIX 23| = 1- PIX 3} 
= 1— (PIX < 3} + Psoo(3)) 
де 1 — (0.9197 + 0.0613) = 0.019 





vg. 3] SA 
【定义 14】 设 随机 变量 X 在 区 间 [< ,5] 上 取 值 ,其 概率 密度 函数 为 
1 ` 
по = Ча&т50 
0, 其 它 


BJ X 服从 区 间 [a ,5] 上 的 均匀 分 布 (uniform distribution), 
FER r MAr, a<r ar +t Ar Sb 成 立 , 在 [zx,x + Ах] 上 的 概率 等 于 


== (因为 密度 函数 曲线 下 的 面积 就 是 慨 率 , 取 算 形 面积 ) ,显然 子 区 间 [ хт + Az] 的 概 


率 与 位 置 x 无 关 , 依 赖 子 区 间 的 长 度 Az; 另 外 ,固定 子 区 间 长 度 Ar , 则 说 明 X 落 在 区 间 
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[a ,5] 中 任意 等 长 的 子 区 间 内 的 概率 相等 。 
由 连续 随机 变量 的 分 布 函数 求法 ,可 得 均匀 分 布 的 分 布 数 





0 ， ще < а 
Е(х) = УШШ, 当 a <x=<b 
1, у> b 


均匀 分 布 的 flx) Elz) 的 图 形 分 别 见 图 7-7(a) 和 和 图 7-7(b)。 
F(x) 





(a) (b) 
图 7-7 
五 、 正 态 分 布 
1. 正 态 分 布 定 义 
【定义 15] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


f(z) = ° ちか 
则 称 X 服从 参数 为 wp.c(> 0) 的 正 态 分 布 (normal distribution) 或 高 斯 (Gauss) 分 布 , 记 X 
~ N(p ,0?) o 
在 生物 医学 中 所 遇 到 的 随机 变量 ,很 多 都 是 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 ,例如 某 一 年 龄 
的 身高 、 体 重 .舒张 压 、 收 缩 压 、 红 细胞 数 、 胆 固 醇 含量 .成 人 血浆 中 a - 球 蛋 白 的 含量 均 服 
从 正 态 分 布 。 所 以 正 态 分 布 在 数学 和 医学 的 理论 与 应 用 中 占有 重要 的 地 位 。 


当 z = /时 ,密度 函数 SU) = 一 为 最 大 值 ;密度 函数 关于 直线 + = /对 称 ,并 
g V 2 


在 zx = p + о ЙН МИА, У z 趋 于 正 负 无 穷 时 , 曲线 以 > 轴 为 渐 近 线 , 其 密度 函数 
图 形 见 图 7-8(a)。 显 然 正 态 分 布 的 分 布 函 数 是 


— °° < z <+ оо 





・194・ 








1 [7 e を 見 関 7- 
F(z) = | ое 2 а, ,其 图 形 见 图 7.7(D)。 


参数 六 = 0,0 = 工 的 正 态 分 布 , 即 和 一 N(0,12) , 称 为 标准 正 态 分 布 (standard normal 
distribution)。 标 准 正 态 分 布 的 密度 函数 记 为 ф(х): 





ф(х) = =, 一 co < zx <+ °° 
分 布 函数 也 记 为 中 (z) : 
_ 1 [r в 
@(+) = PIX< x! = =l „© 2 dt 


2. 正 态 分 布 的 性 质 

如 果 固 定 6, 当 p 变化 时 ,密度 函数 f(x) 曲线 沿 z 轴 平 移 ,而 不 改变 图 形 的 形状 [ 见 
图 7-9(a)]; 如 果 固 定 ,改变 o, 当 a 越 小 , 则 f(z) 在 x = 的 取 值 越 大 ,又 要 保持 曲线 
РС) 下 的 面积 为 1, 故 图 形变 得 越 尖 ,相反 ,让 о 变 得 越 大 ,图 形 的 形状 变 得 越 平坦 - 见 图 
7-9(b)。 


Лх) 





(а) (b) 
图 7-9 


f(z) 曲线 关于 xz = jp 对称 ,这 表示 对 任意 h >20,8 Pla -А < Хр = Pin 
< X< + hill LE 7-10(а) „н РИТЕР E РА ЖЕТ А, 7-10(b) | 


SO) Ф(х) 











(а) (b) 
图 7-10 
ЕЖ, (оо, — z) 和 (z, + co) 两 个 区 间 上 ,密度 函数 曲线 下 的 面积 相等 ( 概 
率 相等 ) ,所 以 有 
@(— z) = 1 一 の ( ヶ >) 
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一 般 正 态 分 布 函 数 通 过 变量 代 换 可 转化 成 标准 正 态 分 布 函数 , 即 








2 у= 6 х-и 2 
-Uy в 1 _ _ z- 
2 Ta- = Ф 
F(x) = 6 -| е 2; dt zdy= d: 去 | ° e 2 dy ( _ É) 
Nik. X ~ Na) N P |z < X< za = 6 [=] oE) 


#26 & X ~ М№(џ,02), Ж РІІХ- иарх = al< 201, 
Р Х- |< 30|, 
Ж: РИХ- |< 0о| = Pla-s < X< р+с| 
(デイ) оа. 
= Ф(1) — Ф(- 1) 
Ф(1) — (1 - Ф(1)) 
= 2Ф(1) -1 = 2 х 0.8413 – 1 
= 0.6826 
其 中 ， 查 附录 V ЖШ Ф(1) = 0.8413. НЯ РХ - p I< 20| = 0.9546, 
P{| X- aÍ < 32| = 0.9974. 
由 例 26 知 ,随机 变量 X 落 在 区 间 (w*- 3c,w+3c) 内 的 概率 大 于 99% ,而 落 在 此 区 间 
外 的 事件 几乎 不 可 能 发 生 ,这 就 是 工业 质量 检查 用 的 3c 原则 。 


例 27 设 X — №(и,а2), Ҹа = 0.05 时 , 试 确定 C, 使 P| |Х—=|< с 
立 。 
解 :P| x= < с 


= 1-а 





= Р\ір- ce < X < н + co | 





— (4-2) の (デー ケー] 
G g 
= (c) - Ф(- с) =2Ф(с)-1 
由 题 意 要 求 2G(c) -1=1-0.05, 即 G@(c) = 0.975, 查 附录 V 标 准 正 态 分 布 表 得 < = 1.96. 
例 28 学生 A 参 加 SAT(schotastic apititude test) 中 的 数学 部 分 考试 ,得 分 700 分 。 
SAT 的 分 数 X 服从 正 态 分 布 N(500,100*) ;学生 В 参加 ACTP(America College Testing 
Program) 考 试 得 了 24 分 ,而 ACTP 的 分 数 YY 服从 正 态 分 布 N(18,162) ,就 考试 得 分 而 言 ， 
谁 考 得 更 好 ? 
解 : 参加 SAT 考试 得 分 在 700 分 以 上 的 可 能 性 为 
PIX>700} = 1- PIX < 700} 
-1 pl z 500 < 700 = 500 
= 1- Ф(2) = 1 — 0.97725 = 0.02275 
参加 ACTP 考试 得 分 在 24 分 以 上 的 概率 
Р|Ү;>24| = 1-P{Y < 24] 
-1-2| 18 < y < 24718] 
= 1-— ④(1) = 1 – 0.84134 = 0.15866 
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显然 ,学 生 4 的 成 绩 更 好 。 假 若 都 是 有 1000 人 参加 考试 ,A 属于 前 23 名 之 内 ,而 学 
生 B 还 没有 进入 前 158 名 。 


7.4 随机 变量 的 数字 特征 


前 面 我 们 已 经 知道 概率 分 布 ` 概 率 密度 本 数 分 布 函 数 都 是 刻 划 随机 变量 取 某 些 值 事 
件 的 概率 。 然 而 ,在 许多 实际 问题 中 ,需要 知道 随机 变量 的 某 些 数字 特征 就 行 了 。 例 如 ， 
需要 知道 某 年 级 考试 “平均 成 绩 " 以 及 “ 某 些 成 绩 对 平均 成 绩 的 分 散 程度 ”。 所 谓 的 随机 变 
量 的 数字 特征 ,就 是 刻 划 随机 变量 分 布 的 某 些 特征 的 数量 指标 。 常 用 的 数字 特征 有 数学 
期 望 .方差 ,标准 差 ,变异 系数 等 ,下 面 分 别 介绍 。 


7.4.1 随机 变量 的 数学 期 望 及 其 性 质 


一 、 数学 期 望 的 概念 


先 看 实例 , 某 班 40 人 ,其 身高 为 随机 变量 X,X 的 分 布 情况 如 下 : 
z /m 1.55 1.60 170 1.80 1.85 
人 数 7 10 12 6 5 





则 ,平均 身高 = 1901-55 х7+ 1.60 х 10+ 1.70 х 12 + 1.80 х6 + 1.85 х 5) 


= 1.55 x жу + 1.60 x д] + 1.70 x 26 + 1.80 x É + 1.85 x 25 
71 т? тз m4 ms 

= ху X Ñ + Z2X N + Жу X N + Жас + zs X 

~ 1.68(m) 


由 概率 的 统计 定义 , ”是 够 大 时 ,频率 下 近似 等 于 概率 户 。 所 以 , 当 足够 大 时 ,随机 


变量 的 平均 趋势 就 近似 为 > , zizpi, 因 此 ,给 出 离散 随机 变量 的 数学 期 望 定义 。 

【定义 16】 设 X 是 离散 型 随机 变量 ,其 值 取 zl ,x;,… 对 应 的 概率 为 pj ,ps,… 如果 
级 数 

> хф; 

存在 , 则 把 它 称 为 X 的 数学 期 望 (discrete mathematical expectation) , 记 作 E(X) 或 记 作 
M(X). 

设 连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 f(z), 当 Az; POEMEN, (x, xiu) 上 的 近似 概 
Ж /(,)Az, 类 似 离散 随机 变量 中 的 p;, 而 无 限 累加 后 得 的 离散 随机 变量 的 数学 期 望 


> Р(х) Ат, 
是 积分 | ”zz)dz 的 渐 近 和 式 。 
【定义 17】 i X 为 连续 随机 变量 ,概率 密度 函数 为 /(z), 如果 积 分 
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Г xf(z)dzx 


存在 , 则 把 这 个 积分 值 称 为 X 的 数学 期 望 (continuous mathematical expectation) , И А 
E(X) REX M(X). 


=. 五 个 常用 分 布 的 数学 期 望 





1. 二 点 分 布 的 E(X) 

因为 二 点 分 布 的 概率 分 布 为 
. | | o 
bi | p 1- 


故 由 数学 期 望 定义 知 Е(Х) = 1хр+0(1- р) = 
2. 二 项 分 布 的 E(X) 


E(X) = Ульр, (k) = рэр “Ср * 
k=0 


-De aG Dirr" 





ч np(n - 1)! ター 
= Z Da D E m 01010-01) 


Ф[=Е-1 n 
( ヵ 1! o l (n-1)—-1 
A а = D = Ti q 





= пр(р+ q)” = n np 
3. 泊 松 分 布 的 E(X) 
设 离散 随机 变量 X ~ P(A), Д] 





4. 均 匀 分 布 的 ECX) 
由 均匀 分 布 密度 函数 定义 有 


E(X) = F ー ダ が (<)dz 


= f? ЖЕ; дах н 2а + Pr 042 








b 
b 1 1 226 
= |: = Ss a 
_ 6+g 
2 


5. 正 态 分 布 的 E(X) 
由 正 态 分 布 的 密度 函数 定义 有 
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+ oo + оо (х-и) 
Е(Х) = Г lz)dz = Г С: 5 20 dz 





+ оо 1 ë 
+ ot) ——e 2d7 
[е 7 
+ оо 1 E 请” 1 _ Ë 
= 2 dt + t° 2 dt 
к) ZE: оок 








=. 数学 期 望 的 性 质 


设 X.Y 分 别 是 随机 变量 ,a .5 、c 均 是 常数 ,由 数学 期 望 定义 容易 得 出 下 列 数学 期 户 

1 Е(с) =c 

2 Е(аХ) = aE(X) ` 

3 Е(Х +6) = Е(Х) +6 

4 E(X + Y) = Е(Х) + Е(Ү) 

SE X 与 了 相互 独立 , 则 天 (XY) = E(X): E( Y) 

这 些 性 质 都 可 以 推广 到 多 个 随机 变量 的 情形 。 

例 29 某 种 病毒 性 传染 病 可 通过 验 血 检查 。 某 大 单位 为 职工 进行 普查 ,共有 1000 
人 需要 验 血 。 假 设 一 般 人 群 中 该 病 的 阳性 者 比例 为 = 0.1。 医 务 人 员 把 4 个 职工 分 为 一 


组 ,把 4 人 的 血液 混合 检查 ,如 果 混合 血样 是 阴性 的 ,这 样 ,4 个 人 平均 每 人 化 验 十 次 ;如 
果 混合 血样 是 阳性 的 , 则 对 4 个 人 再 逐个 分 别 化 验 ,这 样 4 个 人 共 作 5 次 化 验 ,相当 平均 每 
人 化 验 1+ 于 次 .假定 不 同人 之 间 的 反应 相互 独立 的 ,这 种 分 组 化 验 比 以 往 每 人 化 验 1 次 


可 减少 多 少 工作 量 ? 
解 : 因为 4 个 人 混合 成 的 血 呈 阴性 反应 的 概率 为 (1 — p)4; 呈 阳性 反应 的 概率 为 1 
- (1 一 为)4。 设 平均 每 人 化 验 次 数 为 随机 变量 义 , 则 分 布 列 为 ; 





x 1⁄4 1+14 
な 0.9* 1-0.9 ° 
其 数学 期 望 
E(X) = 1.0.9 + (1+-)(1-0.9°) 
=1-0.9% + 
抽 血 化 验 1000 人 平均 化 验 次 数 为 


1000 x (1 — 0.91 + 1) ~ 594( 次 ) 


相当 減少 以 往 的 工作 量 40% 以上 。 
数学 期 望 在 工程 和 医学 应 用 评价 中 ,如 果 从 效益 越 好 的 角度 看 ,数学 期 望 越 大 的 那个 


”199 ・ 





越 好 ;如 果 从 成 本 越 低 的 角度 上 看 ,数学 期 望 越 小 的 那个 越 好 。 类 似 应 用 就 不 一 一 列举 了 。 
7.4.2 随机 变量 的 方差 及 其 性 质 


在 许多 实际 问题 中 ,除了 考虑 随机 变量 的 数学 期 望 外 ,还 要 研究 随机 变量 以 E(X) 为 
中 心 的 分 散 程度 ,比如 生物 体内 的 脉搏 、 血 压 及 血球 波动 过 大 ,表明 该 生物 体 处 于 病态 。 为 
了 刻 划 随机 变量 X 与 数学 期 望 的 这 种 分 散 程度 ,通常 用 [X - Е(Х)]? 来 表示 ,在 平均 趋 
势 考 虑 这 个 问题 , 则 E[X - 巨 (X) 卫 能 描述 随机 变量 X 的 分 散 程度 , 即 随机 变量 的 方差 。 


【定义 18】 设 随机 变量 z HEX) FE, AWHA ELX - E(X)] 存在 , 则 把 它 称 为 
X 的 方差 (variance) , 记 为 D(X) 或 记 为 VY(X)。 
这 个 定义 对 离散 型 和 连续 型 随机 变量 都 是 统一 的 ,但 具体 表达 形式 不 同 。 对 离散 型 
D(X) = >)[zi - E(X) Pp; 
而 对 连续 型 


р(х) = | TIX- ECX) PA)dz 


对 离散 型 和 连续 型 随机 变量 计算 方差 还 有 下 述 公式 ， 
D(X) = E[X - E(X)] 
= E(X2 — 2XE(X) + E2(X)) 
= E(X?) - 2E(X) - E(X) + E2(X) 
= E(X?) - [E(X)]2 
即 р(х) = E(X?) ~ [E(X)] 


二 方差 的 性 质 


1 D(c) = 0, 即 常数 с 的 方差 为 0; 
2° D(X) = cz2D(X); 
3: D(X +b) = D(X); 
4 若 X. 了 相互 独立 , 则 DIX+Y) = р(х) +D(Y)。 
证 :( 只 证 性 质 4') 
D(X + Y) = E[(X + Y)- E(X + Y)] 
= E[(X — E(X)) + (Ү- E(Y))Ë 
= E(X - E(X)? + E(Y — E(Y))2 +2E[(X - Е(Х))(Ү — E(Y))] 
由 于 X, Y 相互 独立 ,所 以 (X — E(X)) 与 (Y - Е(Ү)) 也 相互 独立 ,出 数学 期 望 性 质 $ 有 
E[(X - E(X))XY - E(Y))] 
= Е[Х – E(X)]E[Y - E(Y)] 
= (E(X) - Е(Х))(Е(Ү) - E(Y)) 
=0х0=0 
й D(X+ Y) = D(X)+ D(Y)。 
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方差 的 这 些 性 质 对 多 个 随机 变量 的 情形 仍 成 立 。 
= 五 个 常用 分 布 的 方差 
1 .二 点 分 布 的 方差 
由 二 点 分 布 列 可 知 随机 变量 X? 也 服从 二 点 分 布 ,所 以 E(X?)= 12. p +02. q = р, 
mi E(X) = р, 因此 
D(X) = E(X?) - [E(X)Ë = p- р? = pq 
2. 二 项 分 布 的 方差 
若 在 一 次 试验 中 定义 随机 变量 & ， 
: = 1, АЗЕ 
' (0, АЖЖ 
ЩЫ X in 次 试验 中 4 出 现 的 次 数 , 则 X 是 诸 & (i = 1,2, n) 之 和 ; 
X= 8 +E + + £, 
由 于 是 独立 重复 试验 , 诸 $; 两 两 相互 独立 ,由 方差 性 质 4 MDE) = pq ( 见 二 点 分 布 的 
方差 ) , 故 
D(X) = р(ё + ё t +ê) 
= р(&) + 0(,) + + D(é,) 
= про 
所 以 ,二 项 分 布 お ( ヵ , ヵ ) 的 方差 npg 。 这 里 顺便 指出 ,nn = 1 时 ,二 项 分 布 就 是 二 点 分 布 。 
3. 泊 松 分 布 的 方差 
泊 松 分 布 的 方差 恰 为 泊 松 分 布 的 数学 期 望 和 信 。 证 明 略 。 
4. 均 匀 分 布 的 方差 


已 知 均匀 分 布 的 E(X) = 二 (a + b) ,又 因 





Е(Х?) = 「 “22 f(z)dz = [г 1 dz 








b-a 
_ b — а? _ b? + ab + а? 
© 3(Ь-а) ` 3 
所 以 
D(X) = E(X2) - [E(X)] = btab tas - ta 6) = 0-a} 
5. 正 态 分 布 的 方差 
ШТ Е(Х) =p, 故 


р(х) = |` Ое f(a)dz 


Ф282, 





21 [r° _ > zp) o E[t, п 
= =l э уе っ 2 ーー _ 56 24 
_ a Из + оо +ç g — д? — 2? 
=z te 2 е 242) = (O+ v 2x) = a 





即 D(X) = в? 
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例 30 在 同样 的 条 件 下 ,用 两 种 方法 测定 某 一 容器 内 细菌 个 数 (单位 :万 ) 为 随机 变 
量 ,分 别 用 X i X, 表示 ,由 大 量 测定 结果 得 到 分 布 列 如 下 表 , 试 比较 两 种 方法 的 精度 ? 











细菌 个 数 48 49 50 51 52 
方法 1 概率 0.1 0.1 0.6 0.1 0.1 
方法 2 概率 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 


解 : 容易 计算 出 ECX) = E(X,) = 50, 为 了 比较 两 种 方法 的 精度 ,还 得 考虑 方差 
小 的 ,方差 越 小 ,所 得 试验 结果 越 集中 数学 期 望 的 附近 。 因 此 计算 它们 的 方差 : 
D(X,) = (48 — 50)2 x 0.1 + (49 — 50)2 x 0.1 + (50 — 50)2 
х 0.6 + (51 – 50)2 х 0.1 + (52 – 50)? x 0.1 = 1 
D(X,) = (48 ~ 50)? х 0.2 + (49 – 50)2 х 0.2 + (50 — 50)? 
х 0.2 + (51 – 50)2 х 0.2 + (52 — 50)2 x 0.2 = 2 
显然 D(X1) < D(X,), 故 方法 1 精度 好 于 方法 2。 
将 上 述 的 五 种 常用 分 布 及 它们 的 数学 期 望 和 方差 归纳 总 结 成 表 7-8。 


表 7-8 ”随机 变量 的 分 布 . 期望 和 方差 














分 布 名 称 概率 分 布 或 密度 函数 数学 期 望 方差 
二 点 分 布 Р\Х=1{ =p,P|X=0 = 1- b p-p) 

0<p<1 
二 项 分 布 PIX = K} = Œp — р)" К G-p) 
B(n, b) 0<р<1,К = 0,1,2, ~,n Р "Р P 
泊 松 分 布 Р(А) = АК a 

RI° А А 
РО) à >0,K =0,1,2,… 
1 . 

КЕ ко -1 “< =<; 232 b-a} 

0 其 它 
正 态 分布 Ка) = — Let 
Мое?) a / Эк Р 2 


一 co < xz <+ ° 





四 、 标 准 差 及 变异 系数 


随机 变量 都 带 有 量 纲 或 单位 。 方 差 D(X) 的 量 纲 是 期 望 已 (X) 的 平方 ,应 用 不 方便 ， 
所 以 常 采用 方差 的 算术 平方 根 , 即 用 v D( X) 来 刻 划 随机 变量 X 对 期 望 忆 (X) 的 分 散 程 
度 。 
【定义 19] 设 随机 变量 X 的 方差 为 D(X), 则 称 vV D(X) X X 的 标准 差 (standard 
deviation), 记 作 c(X), 即 (Хх) = V D(X)。 
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标准 差 与 期 望 的 量 纲 或 单位 是 一 致 的 。 但 是 ,有 时 要 对 具有 不 同 量 岗 的 随机 变量 的 分 
散 程 度 进行 比较 ,所 以 类 似 误差 理论 中 把 绝对 误差 与 近似 值 之 比 称 为 相对 误差 一 样 ,使 其 
无 量 纲 , 还 能 描述 随机 变量 的 分 散 程度 。 


【定义 20】 设 随机 变量 x 的 数学 期 望 为 忆 (X) ,标准 差 为 /DCX) „РОО 为 


变异 系数 (coefficient of variation), WEA СУ(Х), В CV(X) = У р(х) /Е(Х). шана 
分 数 表示 。 

例 31 基地 20 岁 男 子 , 其 身高 均 数 (数学 期 望 ) 为 166.06cm ,标准 差 为 4.95cm; 其 体 
重 均 数 为 53.72kg, 标 准 差 为 4.96kg。 试 问 该 地 区 20 岁 男 青年 身高 与 体重 的 变异 程度 是 
否 可 认为 相同 ? 

解 : 设 该 地 20 岁 男 子 身高 和 体重 都 是 随机 变量 ,分 别 用 X, .X, 表示 。 


CV(X,) = 1:22. х 100% = 2.98% 


CV(X,) = £ x 100% = 9.23% 


由 此 可 见 , 该 地 20 岁 男 子 体重 的 变异 度 大 于 身高 的 变异 度 ,或 者 说 身高 比 体重 均匀 。 





7.5 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 简介 


7.5.1 大 数 定 律 


概率 论 中 用 来 阐明 大 量 随机 现象 平均 结果 的 稳定 性 的 一 系列 定理 统称 为 大 数 定律 
(law of large numbers)。 它 是 概率 论 和 数理 统计 最 基本 最 重要 的 核心 定理 。 我 们 不 加 证 
明 地 把 大 数 定 律 叙述 如 下 : 

【 定 理 7】 ( 伯 努 利 大 数 定理 ) 设 mx 是 次 独立 重复 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,p 是 
事件 A 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 任意 s >0, 有 


ар|| ү -p< el=! 
【定理 8】 ( 切 贝 雪夫 大 数 定理 ) 设 随机 变量 Xi,Xz,，…,X 相互 独立 且 服 从 同一 分 
布 ,并 且 具 有 相同 的 有 限 数学 期 望 / 和 方差 2, fE п 个 随机 变量 的 算术 平均 数 广 = 
ў х, дже > 0, 有 
lmP||X -yl<el=1 
通过 大 量 随 机 现象 ,我 们 不 仅 看 到 随机 事件 的 频率 具有 稳定 性 ,而 且 看 到 一 般 平均 结 
果 也 具有 稳定 性 。 也 就 是 说 大 量 随机 现象 平均 结果 实际 上 与 每 个 个 别 随机 现象 的 个 别 特 
征 毫 无 关系 。 伯 努 利 大 数 定律 指出 ，” 充分 大 ,通过 试验 确定 某 事件 发 生 的 频率 可 作为 


该 事件 的 相应 概率 的 估计 。 切 贝 雪夫 大 数 定律 指出 ,” 充分 大 ,经 过 算术 平均 以 后 得 到 的 
随机 变量 可 作为 数学 期 望 的 估计 。 


7.5.2 中 心 概 限 定理 


中 心 概 限定 理 (central limit theorem) 有 很 多 个 ,它们 的 差别 仅 是 条 件 不 完全 相同 ,但 
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结论 一 致 。 概 率 论 中 有 关 论 证 随机 变量 的 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 的 那些 定理 通常 叫做 
中 心 极限 定理 。 它 们 在 理论 和 应 用 上 起 到 核心 作用 。 下 面 ,我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 个 中 
心 极限 定理 。 

【定理 9] 设 Xi ,Xs,… ,XX,… 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 则 当 n -> оо 时 ,对 任意 
х 都 有 


2 
і. 
e 24г 





mpl $x f 1 
lim P ү юа 。 2r 
基 中 g = E(X,),s = / D(X,) > 0,2 = 1.2,…。 
这 个 定理 指出 ,” 充分 大 ,随机 变量 一 二 У(Х, - и) BCO X, - an) Z АХО) 


就 近似 服从 标准 正 态 分 布 (0,1?) ГЭЭ X, 近似 服从 正 态 分 布 。 也 可 解释 为 ; 若 被 研 


究 的 随机 变量 可 以 表示 为 大 量 独立 随机 变量 的 和 , 其 中 每 一 个 随机 变量 对 于 总 和 只 起 微 
小 的 作用 , 则 可 以 认为 这 个 随机 变量 实际 上 是 服从 正 态 分 布 的 。 生 物 医学 中 很 多 随机 变量 
均 服 从 正 态 分 布 就 是 这 个 原因 。 


小 结 


概率 论 以 随机 现象 为 研究 对 象 , 通 过 表面 上 的 偶然 性 的 观察 和 分 析 ,揭示 支配 随机 现 
象 的 内 在 的 隐藏 着 的 数量 规律 。 

掌握 对 随机 现象 逻辑 分 析 的 思维 方法 。 比 如 , 先 从 频率 直方 图 实际 研究 出 发 ,然后 上 
升 到 理论 高 度 ,密度 函数 曲线 下 的 面积 就 是 概率 ,并 立刻 借助 会 求 面积 的 定 积分 工具 , 揭 
示 随 机 现象 的 理论 ,又 把 理论 推广 和 指导 一 般 随机 现象 研究 中 去 。 这 种 归纳 和 演绎 方法 
将 对 生物 医学 的 实际 工作 和 科研 研究 有 指导 意义 。 

大 数 定 律 和 中 心 极限 定理 是 概率 论 与 数理 统计 联系 的 核心 定理 。 它 们 不 仅 是 理论 研 
究 的 依据 ,而 且 对 数理 统计 和 多 变量 分 析 在 实际 上 的 应 用 起 到 重要 的 作用 。 知 道 这 些 定 
理 的 意义 ,会 更 加 深刻 掌握 概率 论 的 基础 知识 。 

本 章 定义 、 定 理 及 性 质 是 概率 的 基本 理论 ,概率 中 的 基本 运算 法 则 、 公 式 和 例题 将 给 
出 处 理 随 机 现象 的 数学 方法 ,在 本 章 的 某 些 习题 里 也 说 明 概 率 论 在 医学 方面 的 一 些 应 用 。 


J 题 


1.2 А,В,С 表示 三 个 不 同 的 随机 事件 ,将 下 列 事件 用 А,В,С 的 运算 表示 出 来 。 
(1)4 与 孔 均 发 生 而 C 不 发 生 ;(2) 至 少 一 个 事件 发 生 ; (3) 怡 有 一 个 事件 发 生 ; (4) 不 多 于 
一 个 事件 发 生 。 

2 .测量 一 个 收缩 压 可 以 分 成 三 个 简单 事件 ,A = {| 收缩 压 不 高 于 16kPa(120 
mm На)|,В = | 收缩 压 介 于 16kPa(120 mm Hg) 到 20kPa (150 mm Hg) 之 间 },C = {if 
缩 压 不 低 于 20kPa(150 mm Не) | ,试问 : 

(1) 这 些 事件 是 否 互 不 相 容 ?(2)A 是 什么 事件 ?(3)AC 是 什么 事件 ? 
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3. 設 A. B.C 是 三 个 不 同 的 事件 , 试 指出 下 列 等 式 的 涵义 。 

(1)ABC = A;(2)A + B+ C = A;(3)A – В = A;(4)A + B = В, 

4. 若 事件 4 УВ 互 不 相 容 ,试问 事件 A 与 B 是 否 对 立 ? 反 之 如 何 ? 

$. 细 菌 在 培养 基 里 繁 殖 起 来 后 ,形成 一 些 菌 丛 。 把 培养 基 分 成 20 格 , 毎 格 中 出現 的 菌 
从 个 数 如 下 : 

格子 中 菌落 数 :0 1 2 3 4 5 6 7 

这 样 的 格子 数 :3 6 5 4 1 0 1 0 
以 此 为 依据 , 格 中 菌 从 数 分 别 为 0,1,2,3,4,5,6,7 的 频率 是 多 少 ? 

6. 在 10 个 病理 切片 中 ,有 3 个 确诊 为 肝癌 ,现在 随机 抽取 4 个 ,试问 ; 

(1) RA 2 个 是 确诊 患 肝 瘤 的 概率 ?(2)4 个 全 是 正常 的 概率 。 

7. 一 批零 件 共 100 个 ,次 品 率 为 10% ,每 次 从 中 任 取 一 个 零件 。(I) 取出 后 不 放 回 ; 
(2) 取出 后 又 放 回 ;分 别 求 第 2 次 オ 取得 正 品 的 概 率 。 

8. 考 试 时 ,有 10 份 编号 为 1,2,… ,10 的 试卷 供 20 名 学 生 依 次 抽签 选 答 。 因 为 学 生 人 
数 多 于 试卷 份 数 , 抽 到 的 考 签 都 立刻 放 回 ,然后 下 位 同学 接着 抽签 。 试 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 事件 A 是 1 号 签 被 抽 到 过 3 次 ;(2) 事件 B 是 1 号 签 第 3 次 被 抽 到 发 生 在 第 15 次 
抽签 时 。 

9. 若 某 个 人 群 中 患 结核 病 的 概率 为 0.003 , 患 沙眼 的 概率 为 0.004, 现 从 该 人 群 中 任 


意 抽 查 一 人 , (1) 此 人 既 患 结核 病 又 患 沙 眼病 的 概率 为 多 少 ?(2) 此 人 了 既 不 患 结核 病 又 不 


患 沙眼 病 的 概率 是 多 少 ? 

10. 排列 这 些 概率 :P(A),P(AB),P(A + B),P(A)+ P(B) 的 大 小 次 序 。 

11. 假 设 有 甲乙 两 批 种 子 , 发 芽 率 分 别 为 0,8 及 0.7, 在 两 批 种 子 中 各 随机 抽取 一 粒 ， 
试 求 : 
(1) 两 粒 种 子 都 能 发 芽 的 概率 ;(2) 至 少 有 一 粒 能 发 芽 的 概率 ; (3) 恰好 有 一 粒 种 子 发 
芽 的 概 率 。 

12. 假 设 给 蛙 每 单位 体重 注射 一 定 剂量 的 洋 地 黄 , 致 死 的 概率 为 0.4, 现 有 人 给 10 H 
此 注射 该 剂量 的 洋 地 黄 , 求 死亡 数 不 多 于 3 只 的 概率 。 

13. 假 设 某 种 眼疾 病 第 一 次 致 育 的 概率 为 0.4, 如 果 初 患 未 致 育 ,第 二 次 重 患 致 育 的 
概率 是 0.8, 某 人 患 两 次 该 眼病 , 问 致 育 的 概率 是 多 少 ? 

14. 盒 中 放 有 12 个 乒乓 球 ,其 中 9 个 是 新 的 ,第 一 次 比赛 时 ,从 中 任 取 3 个 来 用 ,用 后 
仍 放 回 盒 中 ;第 二 次 比赛 时 ,再 从 盒 中 任 取 3 个 , 求 第 二 次 取出 的 乒乓 球 都 是 新 乒乓 球 的 
概率 。 

15. 设 某 地 区 有 甲乙 、 丙 三 种 慢性 病 , 该 地 区 老年 人 中 有 20% 患 甲 病 ,16% 患 乙 病 ， 
14% 患 丙 病 ,其 中 有 8% 兼 患 甲 和 乙 病 ,5% 兼 患 甲 和 两 病 ,4% 兼 患 乙 和 丙 病 ,又 有 2% 38 
患 甲乙 、 丙 三 种 病 , 问 老 年 人 中 有 百 分 之 几 至 少 患 有 一 种 疾病 。 

16. 某 地 区 居民 的 血型 分 布 为 :已 |A 型 | =14.5% ,PiO 型 } = 50% ,P1B 型 1 = 
31.2% ,PIAB 型 | = 4.3% , 今 有 一 A 型 血型 病人 需要 输血 ,试问 当地 居民 可 给 他 输血 的 
概率 。 

17. 某 医院 采用 工 , E ,下 ,KW ”种 方法 医治 某 种 癌症 ,在 该 癌症 患者 中 采用 4 种 方案 
的 百分比 分 别 为 0.1,0.2,0.25,0.45, 其 有 效率 分 别 为 0.97,0.95,0.94,0.9。 试 求 ; 
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(1) 到 该 院 接受 治疗 的 患者 ,治疗 有 效 的 概率 为 多 少 ?(2) 如 果 一 患者 经 治疗 而 收效 ， 
最 有 可 能 接受 了 哪 种 方案 的 治疗 ? 

18. 假定 用 血清 甲 胎 蛋白 法 诊断 肝癌 ,用 С 表示 被 检验 者 患 有 肝癌 这 一 件 事 ,A 表示 
被 检验 者 诊断 为 患 有 肝癌 这 一 件 事 , 又 设 在 人 群 中 P(C) = 0.0004,Р(А/С) = 0.95, 
P(A/C) = 0.10, 现 在 若 有 一 人 被 此 检验 法 诊断 为 患 有 肝 瘤 , 求 此 人 真正 患 有 肝 瘤 的 概 
率 P(C/A)。 

19. 证 明 , 若 P(A/B) = P(4/B), 兄 事件 A 与 事件 B 是 独立 的 。 

20. А,В 是 任意 二 事件 ,证 明 Р(АВ) = Р(А) – P(AB) 

21. 设 A、B 二 射手 ,A 命中 目标 率 0.8,B 命中 目标 率 为 0.9, 求 两 射手 同时 向 同一 目 
标 射击 ,此 目标 被 击 中 的 概率 是 多 少 ? 

22. 据 以 往 资 料 分 析 , 小 白鼠 感染 某 病 的 概率 为 0.3, 现 对 20 只 健康 的 小 白鼠 注射 一 
种 新 的 血清 ,假设 实验 的 结果 最 多 有 2 只 小 白鼠 受 感染 ,试问 这 种 血清 是 否 有 一 定 的 预防 
效果 ? 

23. 一 批零 件 的 次 品 率 为 10% ,从 中 任 取 4 个 零件 ,出 现 的 次 品 数 为 离散 型 随机 变量 
X, 它 服从 二 项 分 布 , 试 求 概率 分 布 ,分 布 函数 ,并 画 出 分 布 函数 图 形 。 

24. 把 一 个 面积 为 10cm 的 培养 划 置 于 面积 为 10m2 的 某 病 室 中 ,1 小 时 后 取出 ,培养 
24 小 时 , 查 得 5 个 菌落 。 假 若 这 10m* 上 共有 细菌 1000 个 均匀 地 分 布 在 地 面 上 ,那么 在 这 
个 培养 下 里 发 现 5 个 细菌 的 概率 有 和 多大? 发现 5 个 以 上 的 概率 有 多 大 ? 

25. 若 通 寸 钢 餐 透 视 诊 断 消化 性 演 疡 ,对 真正 有 演 疡 而 又 能 作出 正确 诊 源 的 占 82% , 
诊断 为 溃疡 而 实际 上 没有 溃疡 的 占 2% 。 设 某 地 区 澳 疡 发 病 率 是 0.03, 某 人 经 钢 餐 透视 后 
认为 有 溃疡 , 求 他 真正 有 溃疡 的 概率 是 多 少 。 

26. 已 知 某 种 疾病 的 发 病 率 为 0.001, 某 单位 共 5000 人 , 问 该 单位 有 这 种 疾病 的 人 数 
超过 5 人 的 概率 为 多 大 ? 

27. 某 一 路 公共 汽车 ,严格 按时 间 表 运行 ,其 中 某 一 站 汽车 每 隔 5 分 钟 来 一 趟 。 试 求 乘 
客 在 车 站 等 候 时 间 小 于 3 分 钟 的 概率 。 | 

28. 设 连续 随机 变量 X 的 密度 函数 为 


A 
a TE 当 |z| く 1 
0 当 |z |121 
RR: 
(ОЖЖ А; (2) P{- 半 <X< 二 |= ?;(3) 随 机 变量 x 的 分 布 函数 。 
29. 设 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 
0, 当 z<0 
Pozor. 当 0<z<1 
1, 当 z 之 1 
RR: 
(1) 系 数 C;(2)X 落 在 区 间 (0.3,0.7) 内 的 概率 ;(3)X 的 密度 函数 。 


30. 测量 一 个 目标 的 距离 ,测量 误差 服从 N(0,22) , 现 测 量 三 次 ,其 中 至 少 一 次 误差 
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没有 超过 2 的 概率 是 多 少 ? 

31. 正 常人 每 毫升 血液 中 白细胞 数 X 服从 正 态 分 布 N(7300,7002) , 现 抽检 5 名 正常 
А.Ж: 

(1)5 人 白细胞 数 都 在 (5000,9000) 之 间 的 概率 ?(2) 有 1 人 白细胞 数 在 4000 以下 的 概 
Ж, 

32. 调查 资料 表明 , 某 市 12 岁 男孩 身高 X 服从 正 态 分 布 N(143.1,5.97?) ,单位 厘米 ， 
求 该 市 12 岁 男孩 身高 的 95% 正常 值 范围 。 

33. 美 国 的 智商 测试 (Wecheler 成 人 智力 标准 ) 分 年 龄 组 设计 进行 的 。 在 20 ~ 34 岁 
组 ,得 分 设计 为 服从 (110,52) ,在 60 ~ 64 ЭҢ ,得 分 设计 服从 N(90,S2)。 试 说 明 : 

(1)30 岁 的 某 女 性 参加 测试 得 分 135 分 ,她 的 得 分 是 否 比 平均 值 高 出 一 个 标准 差 ?(2) 
该 女性 的 母亲 60 岁 ,也 参加 测试 得 分 120 分 。 她 们 母 女 俩 谁 的 成 绩 更 好 ? 

34. 设 随机 变量 X 的 分 布 列 


= -1 0 1⁄2 1 2 
P: 1⁄3 1⁄6 1⁄6 1/2 1/4 
ТАЖ: (1)Е(Х),(2)Е(- X -– 1), (3)Е(Х?). 
35. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 








201-z)， 330<x<1 
flx) = р 其 它 
АЖ E(X) 和 D(X)。 
36. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 
0 当 ェ く - 2 
f(z) =+ +4, 当 -2<z<2 
1, 342 < x 


AR Х 的 密度 函数 ,数学 期 望 及 方差 。 

37. 某 医院 总 结 随访 的 374 例 患 某 种 恶性 肿瘤 病人 手术 后 生存 情况 。 据 分 析 , 病 人 5 
年 生存 率 p 近似 服从 N(0.3,0.024?), 试 求 

(1)5 年 生存 率 ぁ >0.34 的 概率 有 多 大 ? (2) 若 p =0.35,374 例 病人 中 ,预期 有 多 少 
人 术 后 活 到 5 年 以上 。 

38. 某 厂 生 产 的 大 输液 有 20% 是 淤 明度 不 良品 , 今 从 其 中 随机 抽取 5 瓶 , 设 所 得 澄明 
度 不 良品 的 瓶 数 是 随机 变量 X, 求 X 的 概率 分 布 方差, 标准 差 以 及 变异 系数 。 

39. 在 自动 控制 系统 等 实际 问题 中 ,常用 数学 期 望都 是 0, 方差 都 是 с? 的 相互 独立 随 
机 变量 X1,X2,…,X, 来 代表 随机 干扰 或 噪声 , 设 X = (x, + X, + … + X,), 试 计算 
E(X) 和 D(X)。 

40. 设 随机 变量 X 的 密度 函数 是 

flx) = Aelzl(- oo < z <+ о) 

AR: 

(1) ЖЖ А; (DPO < X < 1|;(3)Е(Х) M D(X); (4)Е( 





X+1 X+3 
2 ),D( 2 )。 
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41. 调 查 某 地 健康 妇女 ,获得 红细胞 的 数学 期 望 为 4.17(x 1012/1.) ,标准 差 为 0.291 
(Xx10*L); 血红蛋白 的 数学 期 望 为 117.6g /L ,标准 差 为 10.2g/L 。 试 求 该 地 健康 妇女 
的 红 细 数 X 和 血红 和 蛋白 Y 的 变异 系数 中 ,哪个 较 大 ? 


(18) 
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第 八 章 会 性 代数 初歩 


线性 代数 主要 是 研究 矩阵 和 向 量 间 的 线性 关系 的 一 个 数学 分 支 。 它 在 工业 农业 、 科 
学 技术 领域 中 有 着 重要 应 用 ,特别 是 计算 机 技术 的 发 展 和 普及 ,更 加 促进 了 线性 代数 的 广 
泛 应 用 和 人 发展。 线性 代数 对 以 后 学 习 生物 医学 统计 ,多 变量 分 析 、 模 糊 数学 .生物 数学 是 
不 可 缺少 的 基础 知识 。 

本 章 主要 介绍 n 阶 行列 式 、 和 矩阵、 线性 方程 组 。 它 们 既是 线性 代数 的 主要 基础 知识 ， 
又 是 在 各 个 领域 中 应 用 的 必 备 工具 。 


8.1 行列 式 


8.1.1 行列 式 的 概念 和 计算 


行列 式 是 解 线性 方程 组 的 有 力 工具 ,我们 先 从 求解 二 元 线性 方程 组 着 手 , 引 进 二 阶 行 
列 式 ,然后 把 二 阶 行列 式 推广 到 ” 阶 行列 式 上 。 
例如 求解 二 元 方程 组 














ац ъало = фу 
(8-1) 
azn zı + @22 イ 2 bz 
可 用 消去 法 解 得 
_ Ёла ~ anb = ab, буаз (8-2) 
Gd11422 @12@21 の 11 の 22 — 412421 
为 了 用 另 一 种 形式 求解 二 元 线性 方程 组 ,我 们 引进 记号 
ац ар bi ар 
= ауаз” anans = bia2 一 арф 
ад an の > а» 
an фу 
| 二 Qilp2 一 biaz (8-3) 
ал 62 





它们 都 称 为 二 阶 行列 式 , 它 们 含有 两 行 、 两 列 , 横 写 的 叫 行 , 竖 写 的 叫 列 。 从 上 式 可 知 , 二 
阶 行列 式 是 这 样 两 个 项 的 代数 和 ,一 个 是 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 上 两 个 元 素 的 乘积 ， 
取 正 号 ; 另 一 个 是 从 右上 角 到 左下 角 的 对 角 线 上 两 个 元 素 的 乘积 , 取 负 号 。 如 果 将 式 (8- 
3) 中 的 三 个 二 阶 行列 式 分 别 记 为 D、D, 、。, 井 且 当 的 结果 不 为 零 时 ,二 元 线性 方程 组 
(8-1) 式 可 用 二 阶 行列 式 得 到 同样 的 消去 法 的 解 , 即 


D. Р» 
==, == т 
我 们 将 进一步 表示 成 
ац qa1 
D = = (- 122 ax + (- DD aa 
а A22 
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即 二 阶 行列 式 表 示 的 是 一 个 数 , 其 值 由 2! 项 代数 和 构成 ,每 一 项 都 取 自 不 同行 不 同 列 的 
两 个 元 素 之 积 ,再 乘 以 (一 1)*1"72) ,(j1,72) 称 为 逆序 数 ( 即 各 因子 的 第 一 个 下 标 按 自 然 
` 顺序 排列 后 ,第 二 个 下 标 出 现 多 少 次 下 标 数 小 的 反而 在 下 标 数 大 的 后 画 )。 这 里 aliazz 的 
ДЭ k(1,2) =0,а12а2 НХ К(2,1) =1 
[EX 1] n 阶 行列 式 (n - order determinant) 

an ар +--+. а, 

ал Q22 ... 222 — У! (- DEGI ayj azja 
: бузы) " 

Qnl Ca2 + бы 
是 由 n 全数 а, (2= 1,2,3,...,п) ;=1,2,3,..,,n) 通 过 上 式 所 确定 的 一 个 数 ,其 中 ， 
I ”表示 对 所 有 п 元 排列 求 和 ,共有 n! 个 项 求 和 ,和 式 中 每 一 项 都 是 由 取 自 行列 


(07) 
式 中 所 有 了 既 不 同行 又 不 同 列 的 n УСЕ ЯЕ (1) 80) RRG GDA 
n 个 元 素 的 第 一 个 下 标 按 序 数 的 自然 顺序 排列 后 ,其 第 二 个 下 标 排列 的 道 序 数 。cy 称 为 
行列 式 的 元素 n 为 行列 式 的 阶 。 

按 行列 式 和 定义, 三 阶 行列 式 中 既 不 同行 又 不 同 列 的 3 个 元 素 的 乘积 共有 6 項 , 即 
а am A13 


ад аә 423| 三 411422C33 t Q12423G31 + Q13C21Q32 








аз аз азз 
| ー ацаззаз — Q12Q21G33 — 413422431 (8-4) 
を (カカ 5) 投 式 (8-4) 先 后 順 序 ,各 项 的 逆序 数 分 别 是 0,2,2,1,1,3, 所 以 前 三 项 取 正 号 ,后 
三 项 取 负 号 。 对 于 式 (8-4) 的 三 阶 行列 式 可 按 十 字 交 叉 的 方法 加 强 记 忆 。 即 在 三 阶 行列 
式 中 , 实 线 上 的 三 个 元 素 的 乘积 构成 的 三 项 都 取 正 号 ,虚线 上 的 三 个 元 素 的 乘积 构成 的 三 
项 都 取 负 号 。 具 体形 式 如 图 8-1 所 示 ,其 计算 结果 与 (8-4) 式 相同 。 例 如 ， 
-1 3 ー1 
0 0 7 
3 —2 -8 
由 行列 式 定 义 我 们 知道 ,一 阶 行列 式 |ail| 是 一 个 数 an КЕ an 
的 绝对 值 ; 二 ,三 阶 行列 式 可 按 十 字 交 叉 法 计算 结果 。 但 四 阶 以 上 的 
图 8-1 行列 式 定 义 计算 就 很 麻烦 。 为 了 使 四 阶 以 上 行列 式 计算 简单 化 ,我 们 
引进 余子 式 和 代数 余子 式 的 概念 。 
ТЕ п 阶 行列 式 中 ,把 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 和 第 』 列 划 去 后 。 剩 下 来 的 n 一 1 阶 行列 
式 叫做 元 素 a; 的 余子 式 (complement minor) , 记 作 М»; Mi 前面 附 以 符号 (一 1)'+; 后 ， 
叫做 元 素 2 的 代数 余 子 式 (algebraic complement) ,用 符号 A; 来 表示 , 即 
A; = (— 1) TIM, 


=0+63+0-14-0-0=49 











例如 四 阶 行列 式 
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ап а аз 214 
an 422; azn axy 
ай 432 43 234 
a4 ад аду аі. 
中 元素 аз РУНИК С АЛЛ 
ап ар ац 


Мәз = |аз аз аз 








G4 44 а44 
Аз = (- 129 M2 =- М» 
有 了 代数 余子 式 的 概念 ,可 以 把 高 阶 行列 式 化 为 一 些 较 低 阶 的 行列 式 来 计算 行列 式 
的 值 。 
【定理 1】 n 阶 行列 式 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 式 乘积 之 
和 , 即 
Ю=адАд+арАр+...... +а,„А (О i TEH) 
(р =а А; +азАз; + + а„А„ ,这 是 按 第 7 列 展开 的 )。 
ОЛАИ Т (31) ER EN. ERE, 
在 运用 定理 1 计算 行列 式 时 ,我们 总 是 按 含 0 最 多 的 行 或 列 来 展开 行列 式 , 因 为 0 位 
置 的 代数 余子 式 乘 以 0 后 仍然 是 0。 
例 1 计算 
7 1 -1 1 
-13 1 3 -1 
D = 0 0 1 0 的 值 。 
-5 -5 3 0 
解 : 由 定理 1 将 行列 式 D 按 第 三 行 展开 ,因为 除 аз = 1 外 ,其 余 的 as, азо, аза] 
为 0,D 展开 后 得 














7 1 1 7 1 1 
D=0+0+1:(-13 213 1 -1l=]-13 1 -1 
-5 -5 0 -5 -5 0 
1 1 1 
=(-5)(- 1)" + (— 5)(— 1) ず 2 + 
(~ 5)(— 1) 1 _1 (— 5)(— 1) _ 13 -1 0 














= (— 5) : (1) +. (- 2) + (— 5) : (— 1) · (6) = 10 + 30 = 40 
例 2 证 明 





ull 0 0 0 
аз ар 0 0 

D = jaz аз) аз s 0 = ацазә...йтв 
а, а2 аз ° Am 


证 : 由 和 定理 1 将 行列 式 按 第 一 行 展 开 有 
・21 ， 





a22 0 ө 0 


pa Ds “% Ó 
An? dn3 `“ Am 
对 上 式 中 的 行列 式 , 仍 按 第 一 行 展开 
a33 s.. ... 0 
D=ail'a2 (Dl ag aa © 0 
Qn3 Qng O Am 








这 样 逐步 推 下 去 , 则 得 到 

D = Q11 C22 A33 аһ 

利用 行列 式 展开 计算 行列 式 ,也 就 是 把 一 个 高 阶 行列 式 转化 为 一 些 较 低 阶 的 行列 式 
计算 ,实质 就 是 用 降 阶 法 来 计算 行列 式 的 值 。 


8.1.2 行列 式 的 性 质 与 计算 
一 、 行 列 式 的 性 质 
11 qp “` Aln 


如 果 把 n 阶 行列 式 D= | ” P “2 的 行 依次 变 为 列 ,就 得 到 一 个 新 行列 式 


ani am `7 аһ 
ар az аһ] 
, ајр @22 `` а ; レー 
р = |. . , MU D” И О 的 转 置 行列 式 。 
Aln Aln nr Ann 


性 质 1 n 阶 行列 式 的 值 等 于 它 的 转 值 行 列 式 的 值 。 

性 质 1 说 明 在 行列 起 中 , 行 与 列 的 地 位 是 对 等 的 , 氏 此 行列 式 凡是 对 行 成 立 的 性 质 ， 
对 列 也 同样 成 立 。 

性 质 2 互 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ), 则 行列 式 变 号 。 

性 质 3 车 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 对 应 相同 , 则 行列 式 的 值 为 零 。 

事实 上 ,将 行列 式 D 中 相同 两 行 ( 列 ) 元 素 对 换 , 行 列 式 本 身 并 未 改变 ,但 其 值 由 性 质 
2 知道 也 = -D, 由 此 得 出 D り =0。 

性 质 4 据 行列 式 茶 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 乗 上 某 数 k40), ET k 乗 行列 式 , 即 











а11 а12 Ain an 412 Aln 
ka; Кар ` kam|= Кар an +` am 
Qnl an2 нЕ а Ani 822 `". Qnn 


性 质 5 若 行列 式 的 某 行 ( 列 ) 的 各 元 素 是 两 项 之 和 , 则 此 行列 式 等 于 两 个 行列 式 之 
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TT MY -6 үчү — Ü 


ац 412 `. ain 


аа tbu ant bn “o aint bin 





= |an ар ‘аһ |+ | Ба biz の bin 








Qnl Qn2 ``` Qnn Ani аә ` Am 

性 质 6 若 行 列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 对 应 成 比例 , 则 行列 式 等 于 零 。 

ШЕ: ” 设 行 列 式 的 第 ¿ 行 ( 列 ) 的 各 元 素 为 第 行 ( 列 ) 対 成 元素 的 倍 , 由 性 原 4 可 把 
k 提 到 行列 式 符号 的 前 面 ,这 时 行列 式 第 2,7 两 行 ( 列 ) 已 经 相同 ,再 由 性 质 3 可 知行 列 式 
等 于 零 。 

性 质 7 将 行列 式 的 某 一行 ( 列 ) 乘 上 一 个 常数 上 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 ,行列 式 的 
值 不 变 。 

证 : 不 妨 设 行列 式 第 j 行 倍加 到 第 i 行 上 去 ,由 行列 式 性 质 S 和 性 质 6, 有 











ац а12 Ко Ain 
ад + kaji айр + kap © aint kaj 

aji ај Ajn 

ani an2 ann 
а ар `” Qir ап ар U йм ац ар ` Qin 
ад а;2 Qin аа а ај а Qi2 ain 

= + k : = 

aji ар ` Gja aji ар ` Ajn аду а) U Gja 
ni Cna2 U Am Qnl n2 `` а 411 An2 0 Am 














性 康 8 若 行列 式 中 有 一 行 ( 列 ) 元 素 全 是 零 , 则 行列 式 等 于 零 。 
=. 行列 式 的 计算 


利用 行列 式 的 性 质 和 行列 式 展 开 定理 可 简化 行列 式 的 计算 。 读 者 可 通过 例题 掌握 运 
算 規 律 和 特 点 。 
例 3 计算 
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1 0 1 3 
1 -1 4 2 
D= _1 23 的 值 。 
3 3 1 1 
R: 将 行列 式 第 1 行 分 別 乗 (-1) 和 1 及 (-3), 分 別 加 到 第 2 行 、 第 3 行 、 第 4 行 上 , 得 
到 
1 
0 2, ; 2, 135-1 
D = 0 -1 3 6 =1-(-1)!1. 1 3 6 
0 3 -2 -8 3 -2 -8 
再 把 第 1 FRUA O- 1 后 加 到 第 2 行 , 再 按 第 2 行 展开 得 
-1 3 -1 
D= 0 0 7 =7x(- 1)23 3 _2| = 49 
3 -2 -8 
我 们 把 ” 阶 行列 式 
ап ар an ` Gin 
0 42 аз ``“ аә, 
0 0 аз … аз, 
0 0 0 а 


称 为 上 三 角形 行列 式 , 形 如 例 2 的 行列 式 称 为 下 三 角形 行列 式 , 它 们 统称 为 三 角形 行列 
式 。 显 然 ,n 阶 三 角形 行列 式 等 于 它 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 。 
аі @)2 433... Ann 
对 任意 的 ” 阶 行列 式 可 以 应 用 性 质 将 其 化 为 三 角形 行列 式 , 则 ヵ 阶 行列 式 的 值 即 为 
主 对 角 线 上 的 元 素 相 乘 的 积 。 
例 4 计算 
-2 5 -1 3 
1 -9 13 7 
=; -1 5 -5 的 值 。 
2 8 -7 -10 
解 : 互換 1,2 两 行 ,第 1 行 再 分 別 乗 2,( - 3) ,( 一 2) 后 分 别 加 到 第 2,3,4 行 。 


1 -9 13 7 1 -9 13 7 
D=- -2 5 -1 3 __ 10 -13 25 17 

3 -1 5 -5 0 26 -34 -26 

2 8 -7 -10 0 26 -33 -24 


将 第 2 行 分 别 乘 2 后 加 到 第 3、 417; 以 后 计算 类 似 。 利 用 计算 上 三 角形 行列 式 结果 有 


・214 ・ 





1 -9 13 7 
o oB a | 0 -13 25 17 
= jo o 1 s| |0 0 16 8 
0 0 1 10 0 0 0 í 
= (10) 0-13) 516: [2 )= 312 


利用 计算 机 计算 行列 式 的 值 时 ,可 参照 例 4 的 方法 编程 计算 。 


82 Жж Е 


8.2.1 ERRES 


在 研究 一 些 变量 与 另 一 些 变量 之 间 的 相互 关系 时 可 利用 一 种 矩形 数 表 。 如 ,对 某 中 学 学 
生 身 高 体重 的 测量 ,得 到 如 下 一 份 统计 表 : 








/ kg 40 50 60 70 80 
身高/m | . 
1.4 20 16 4 2 0 
1.5 80 100 80 20 10 
1.6 30 120 150 120 30 
1.7 15 30 120 150 120 
1.8 0 1 2 8 10 


反映 身高 与 体重 这 种 关系 时 也 可 将 上 面 表格 写成 一 个 简化 了 的 5 行 $ 列 的 矩形 数 表 
20 16 4 2 0 
80 100 80 20 10 
30 120 150 120 30 
15 30 120 150 120 
0 1 2 8 10] 

如 果 只 反映 1.5 米 与 体重 的 关系 , 则 可 表示 为 1 行 5 列 的 数 表 
(80 100 80 20 10) 

如 果 只 反映 60kg 与 身高 的 关系 ,可 表示 5 行 1 列 的 数 表 





2 
[EX2] 由 mx 个 数 排列 成 m 行 n 列 的 数 表 
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Aml Am2 ` amn 

叫做 m X n 矩阵 (matrix) ,这 m X n 个 数 叫做 矩阵 A 的 元 素 ,a 叫做 矩阵 A 的 第 ; 行 第 7 
列 元 素 。 元 素 是 实数 的 矩阵 叫 实 和 矩阵 ,我 们 主要 讨论 实 矩 阵 ,和 矩阵 简 记 A = (ay ,xn。 

当 m =n 时 ,A Жп ИЕ. WA A = (а), 

值得 注意 的 是 ヵ 阶 方 阵 A Ул 阶 行列 式 是 不 同 的 两 个 概念 ,n 阶 方 阵 是 一 个 由 x x 
п 个 元 素 组 成 的 方形 表 ; 而 п 阶 行列 式 则 表示 按 一 定 法 则 计算 的 一 个 数 。 

只 有 一 行 的 矩阵 A = [al,az…,an] 称 为 行 向 量 , 或 行 矩阵 (row matrix) ;只 有 一 列 的 
JERE 


PAI ERIE (column matrix) o 

mX n 知 降 可 以 看 成 是 由 zz 个 行 向 量 组 成 ,也 可 看 作 是 由 п 个 列 向 量 组 成 。 

ШЖ A= (eaj) 与 B=(o5) 都 是 mm xn 矩阵, 并且 它们 的 对 应 元 素 相等 , 即 

a; = b;(i = 1,2, ,1m; j = 1,2,.…,n) 

那么 称 和 矩阵 A БЕ В 相等 , 记 作 A = B. 

在 n 阶 方 阵 中 由 左上 角 向 右 下 角 所 引 的 对 角 线 称 为 主 对 角 线 ,a;(i=1,2,…,n ) 称 
为 方 阵 (a; )， 的 对 角 线 元 素 。 把 对 角 线 元 素 都 是 1, 其余 元 素 都 是 0 的 n MAERA n 
阶 单位 阵 (unitary matrix) , 记 为 L. HU; | 


1 0 0 0 
1 0 0 
0 1 0 0 
L= |0 1 0|, L= 
0 0 1 0 
0 1 
0 0 1 


除 对 角 线 元 素 外 ,其 余 元 素 均 为 零 的 方 阵 称 为 对 角 矩 阵 (diagonal matrix), ЙЛ: 








1 0 0 
0 2 0 
00 3 
形 如 
ап 12 Ain 
0 az azn 
0 0 Ann 
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gn 0 … 0 


ад CQ22 `” 0 


Ani G,2 0 Am 
的 方 阵 分 别称 为 上 三 角形 矩阵 和 下 三 角形 矩阵 。 统 称 为 阶梯 形 和 矩阵 。 
元 素 都 是 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 (zero matrix), WA О, х „ 


例 5 写 出 矩阵 
1 2 3 
7 8 9 
的 对 角 阵 、 阶 梯 矩 阵 。 
解 : А 的 对 角 阵 、 阶 梯 和 矩阵 分 别 为 


100 m23 
0 50, |0 5 6, 
0 9 0 9 


一 、 ЖЕЖ 


8.2.2 和 矩阵 的 运算 


【定义 3】 设 有 两 个 mX n ВА = (lay), B= (by), BREZ EBE A УВ 之 和 记 作 A+ 
也 ,规定 为 


ап + у az+b2z … an 二 bn 
an tbn а + … аһ +b. 

А+В = | | ". 
ш 十 bmi a,2 + bm? *“ amn + 


要 广 意 两 个 矩阵 的 相 加 与 行列 式 的 相 加 有 不 同 的 规定 ,矩阵 相 加 是 两 个 矩阵 的 所 有 
对 应 元 素 都 得 相 加 ,而 两 个 行列 式 的 相 加 只 是 一 行 (或 一 列 ) 对 应 元 素 相 加 。 
[EX 4】 一 个 实数 X( 夭 0) 与 矩阵 A。， 的 数 乘 记 作 )i4 EK AA ,规定 为 


да Ma2 ° Жа, 

да. да + Жа 

АА = дА | А2 о 
1 Лао ... À 


注意 可 以 把 (- 1)A 写成 - А„ ЖЛЕ РЕНЕ 5547555 ВОКЕАЕ ЖЕЛ ЇЧ] 
的 ,不 同 点 在 哪里 留 给 读者 考虑 。 


矩阵 的 加 法 与 数 乘 满足 以 下 8 条 性 质 : 
(DA+B=B+A (2)(A+B)+C=A+(B+C) 
(3)k(24A)= РАА (4)E(A+B)=kA+RB 


($)( を +4)4 = АА +АА (6)O+A=A 
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(7)A+(-A)=0 (8)1:A=A 


其 中 A、B、C、O 均 是 m X n 短 隆 ,、 均 为 非 零 实数 。 其 性 质 根据 抢 阵 加 法 与 数 乘 定 义 
可 得 到 。 


例 6 用 上 述 的 惩 阵 的 线性 运算 法 则 

| _ [2 2) fi -1 
(D 计算 矩阵 A=3| ео | 
(2) 求 满足 下 面 方程 的 矩阵 x 


1 -2 3 0 1 2 
2: 0 exf- 0 1 
А —5 4 5 - 
解 : WA=3| ° J-i EGS 21-1 Fu | 


(3) 矩阵 X 保持 在 等 式 左边 ,其 余 矩阵 移 到 等 式 右 边 。 


0 1 2 1 -2 31 fO 1 2 3 -6 9 
|- 0 | 0 | -1 0 38: 0 Ч 
4 5 - А —5 L4 5 - 12 —15 
7 
0 


「-3 
= | -7 
=, AER 


II 





一 7 
0 
L-8 20 -1 


我 们 把 一 个 矩阵 的 某 一 行 与 另 一 个 矩阵 的 某 一 列 对 应 元 素 相 乘 的 代数 和 规定 为 新 拖 


阵 的 一 个 元 素 ,如 
` bu bn 
bz > 
ba bs 


_ kos tanba + азё anbpoƏo+apsbo+ 10] 


р の 12 °] 


ал 422 аз 





алби + азёд + азё адбу + адб + аззбз 

对 这 种 运算 我 们 给 出 一 般 性 的 定义 。 

[EX s] 设 A= (a;) 是 一 个 mX k 和 矩阵 ,B=(5b;) 是 一 个 xn 矩阵, 则 规定 矩阵 
A Б ЕВ 的 乘积 是 一 个 m x n 矩阵 C= (с), Е 

суап: buy tan'by t +t agbui(i=1,2,--,mi j=1,2,--,n) 

并 把 此 乘积 记 为 Cu = АььВыВЁ С= АВ, 

必须 注意 ,只 有 当 第 一 矩阵 (左边 矩阵 ) 的 列 数 等 于 第 二 矩阵 (右边 矩阵 ) 的 行 数 时 ,两 
个 矩阵 才能 相 乘 。 

例 7 ЮРЕ 
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RER AB 和 BA 。 
解 , A 的 列 数 等 于 的 行 数 ,所 以 A 与 B 可以 相乗 。 


4 1 | 
лв = |! 0 3] 4 i = [140x D +352 1х1+0х1+350) 
{2 1 0 2х4+1х(-1)+0х2 2х1+1х1+0х0 
= [0 1 
7 3 


同 理 


4 1 6 1 12 
1 0 3 
BA=|-1 1 =|1 1 -3 
2 1 0 
2 0 0 6 


由 例 11 可 以 知道 ,AB 关 BA ,可 见 抢 阵 乘法 不 适合 交换 律 , 这 与 我 们 实数 乘法 是 不 同 
的 。 
另外 和 矩阵 也 不 适合 消去 律 。 比 如 说 ， 


1 2 1 1 10 0 
А=|0 2 2 4|,В,= |, |, お = 
4 6 8 0 


5 
АВ; = АВ, = h | 
400 


但 是 ,不 能 从 АВ; = АВ, 中 消去 4 得 到 Bi = B,, 因 为 B, 显然 不 等 于 B, MERREM 
去 律 。 
例 8 设 和 矩阵 方程 形式 


可 以 得 到 


an amp ain | [21 bi 
an аз a2n | |Z2 | |62 
Am1 Am2 "` Amn n b, 


记 为 AX=B, 其 中 A、X、B 分 别 代 表 上 面 的 三 个 矩阵 。 试 叙述 矩阵 方程 形式 代表 线性 
方程 组 (8-5)。 
Zt at + + арк, = bi 


азү®ү+ a22Z2 T *** + аз, = фә 


(8-5) 
dnlLi + 43222 ++ аљ Еһ 一 b, 


解 : 由 知 降 乗法 
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an ар "а || арх арх t+ +а,х, bi 
AX= ат an | аз» х2 _ ама 42272 + arata _ бг = в 
Ami Am2 n amn n Ami 21 T a,,2Z2 + + ањ b, 
又 由 两 个 矩阵 相等 的 定义 便 得 到 式 (8-5) 的 线性 方程 组 。 
例 9 设 有 两 个 线性 变换 
уй=хлу+3х» ту =4®ү+ 22 
y=2zi+ хз? T2 — 51+ 22 
rs = 221 
将 [XisJy2 分 别 用 Z1sZ2 线性 表示 。 
解 : 仿 例 8 将 两 个 线性 变换 分 别 写成 矩阵 形式 


21 
"| Ë 3 °] 
一 22|, 
У2 2 0 1 
z 








HEERE 
4 1 
B a a E JE 
故 得 
W =z; +4z; 
у2= 1021 + 22 
和 矩阵 的 乘法 满足 结合 律 和 分 配 律 ; 


(1)(A,,,B,,)C, = A (BC,) 
(2)(kA)B=A(kB)=k(AB)(k 为 实数 ) 
(3)A(B+C)=AB+AC 
(4)(A+B)C= AC+ BC 
A ЕМЕЛ ES yE ГЕП ЖЕЕ IMA ARENT ЖЕФ ЕШ ,请 读者 自行 验证 。 


=. ERARE 


【定义 6] 把 矩阵 A НТИ ТВАЕ РЕ, A ПУ ВЕРЕ ЛЕ A R 
АТ, Вр 


ап ap ‘а, ап ад ‘б am 
а аэ ‘б а) а @22 ‘ аһ 
А = . . W , 则 AT= В . " 
Ami Am2 ` lmnimxn Ain a2n `“ Cod, x m 
转 置 矩阵 满足 如 下 的 规律 ， 


(1)(ADT=A (2)(A+B)T=AT+BT 
(3)(kA)T=kAT (4)(AB)"=BTAT 
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其 中 上 为 实数 ,规律 中 前 三 式 显然 成 立 , (4) 的 推 证 较 繁 ,用 例子 加 以 说 明 。 


2 4 
2 3 1 
例 10 已 知 a=! -1 в= |, 1 н 


验证 (AB)T= ВТАТ, 


Ш. 因为 
2 41 。 [2102 12 0 8 
њ- і aG 1 由 | 2 icat ho 2 10 
1 8 10 3 2 1 3 
2 2 
又 因 AT= [2 13 а l 
4 -1 1 1 0 


故 验 证 了 — (AB)T=BTAT 


转 置 矩阵 具有 下 面 两 个 常用 的 特征 : 
W A 为 n 阶 方 阵 , 如 果 A = АТ а; = ai 则 称 A КАРЕ. Р 
1 3 2 0 1 3 2 0 
_ 3 2 -1 1 1132 -11 
A= -1 0 1P ЖА 2 -1 0 1 
1 1 1 1 


即 A=A1, 说 明 A Ж АЙ ЕШ 
设 A 为 n 阶 实数 矩阵 ,如 果 有 AAT= АТА = Г, ДК А EXER, Ain 
F °] Ë А [== | К 1 N 
0 -11'L-1 0Ol'lsin@_cos@ l’ 0 1 
HE ЖИТЕП ЕЕ MEXER ЖЖ н HHB — ЖЕКЕ, 1E 
НЕЕ A,x ,中 每 一 行 (或 列 ) 的 ”个 元 素 的 平方 和 等 于 1; 不 同行 (或 列 ) 对 应 元 素 的 乘积 
和 等 于 0。 我 们 已 经 知道 
A= [9 | 


sin の соѕб 
是 正 交 矩阵。 者 以 行为 例 , 可 以 验证 
cos29 二 (一 sin9)^ ニ 1 , sin? + co¥8 =1, 而 cosôsinð + cos6( — sin) =0 
即 说 明了 正 交 和 矩阵 的 重要 性 质 。 


四 、 方 阵 的 行列 式 


因为 方 阵 的 行 数 和 列 数 相等 ,所 以 我 们 可 以 定义 方 阵 行列 式 。 
[EX7] 由 n 阶 方 阵 A 的 元 素 所 构成 的 行列 式 ( 各 元 素 的 位 置 不 变 ) 叫 做 方 阵 4 
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的 行列 式 , 记 作 |A|, 或 detA。 

方 阵 的 行列 式 与 我 们 讲 到 的 n 阶 行列 式 一 样 ,都 是 一 个 确定 的 数值 W A.B 为 nn 
阶 方 阵 ,为 实数 , 方 阵 的 行列 式 满足 下 述 规律 ， 

(D|ATƏ|=|Al; (2)1441= 巡 Ali (3)148B|=1411BI。 

一 般 来 说 ,A、B 分 别 是 n 阶 方 阵 , 有 ABZBA ,但 是 ,由 (3) 式 可 知 , 必 有 |AB|=|A| 
1B1=j81141=1B4| 成 立 。 





| 1 3 2 5 
mu #a-[, *„],в=[, 7| 求 148 交 人 
解 ，IABI=1AIIBI= | 了 | =(-8)(-7)=5% 
此 题 还 有 另 一 种 解法 : 
11 17 11 17 
ав=|_, ,| asie |”, | 
8.2.3 短 降 的 逆 


在 数学 中 ,对 给 定 的 一 个 数 < 天 0, 则 二 存在 ,并 且 有 


1 _ ー 
a—=aa l=a l.a=1 
a 


位 照 上面 的 数 学 英 系 式 , 在 短 降 中 引 輝 逆 短 陸 迄 條 重要 概念 。 

【定义 8】 ЖА Ех 阶 方 阵 ,1 是 ヵ 阶 单位 方 阵 ,如 果 有 一 个 n 阶 方 阵 B, 使 AB = 
ВА = І, 则 说 方 阵 A 是 可 逆 的 ,并 把 方 阵 B 称 为 方 阵 A WNE (inverse matrix) , i B 
=A L, 

应 注意 到 ,A EEE 4 的 逆 矩 阵 记号 , 决 不 能 把 A ~! 当 作 知 降 4 的 倒数 二 去 理 
解 。 关 于 n 阶 方 阵 在 什么 条 件 下 才 有 道 矩 阵 A“! 存 在 ,及 求 逆 矩阵 4 ! 的 方法 有 如 下 定 
义 和 定 理 。 

【定义 9】 ЖА Ен 阶 方 阵 ,车 |A | 关 0, 则 把 方 阵 A 称 为 非 奇异 矩阵 ; 若 |A| =0, 
则 把 方 阵 A 称 为 奇异 矩阵 。 

【定理 2】 方 降 A 有 逆 知 隆 存在 的 充分 必要 条件 是 A AFERE, B. 


А1 = д" 


其 中 A“ 称 为 方 阵 A 的 伴随 方 阵 , 它 是 14 | 的 各 元 素 的 代数 余子 式 所 构成 的 方 阵 
An Aa … Am 
ー An А» … A, 


In Аз, `" Ам 
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| 


1 0 1 
2 1 0 
1 1 1 


的 道 矩阵 。 
解 : 因 |A| -2 ,由 定理 2 可 知 逆 短 隆 4 -1 存在 。 且 |A | 的 各 元 素 代数 余子 式 是 
A = (1)! = Ав=(-1)'2|7 中 = -2， As=1, Ax=1, 








А» = 0, Аљ= -1, Азу=-1, Аз;=2, Азз= 1% 


An Ax Аз 1 1 -1 
所 以 А*=|А» А» Аз|=|-2 0 2 


А уз A23 Аз 1 ー1 1 
i 1 ユエ 
1 1 一 ! 2 2 2 
-1 угуи ори 一 | 
ШЖ А IAl4"= ラ |-2 0 2 1 0 1 
1 -1 1 1 _1 1 
2 2 2 


一 般 来 说 ,对 于 一 个 ”个 未 知 量 的 ”个 线性 方程 组 
aTi + арха + "+ аца, = bi 


@21 そ 1 + 922 そ 2 + + ах, = b2 


G,1X1 + An2T2 +з 十 йе» 一 bn 
В АХ= B。 如 果 |A| 关 0, 则 4A-I 存 在 ,就 可 以 用 求 道 矩阵 的 方法 求 上 面 的 线性 方程 组 
的 解 。 这 是 因为 AX= 避 两边 左 乘 A-1! 得 ,ATL4X=AT-IB, 即 X=A-LB, 其 结果 


て 1 
x= | ;| 就 是 上 面 线性 方程 组 的 解 。 
例 13 利用 道 矩阵 解 方程 组 
21+ 0231 
ан 
zı t r t xz, =2 


解 : 上 面 线性 方程 组 可 以 写成 矩阵 形式 


1 0 {zi 1 
2 1 0||х›|=|0 
1 1 Ulz; 


或 A4 々 = お 。 НЙ 12 可 知 ,|4 | =2, 逆 逢 降 存在 且 
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1 1 _1 

2 2 2 

Al=|-1 0 1 

1 _1 1 

2 2 2 

将 A"! 左 乘 AX=B,A 1AX=A- 1B, 由 A-!A= 了 ,得 
i 1 1 _1 
2 2 2|[1 2 
X=A !B=|-1 0 1 =| 1 
1 _1 1 3 
2 2 2 2 


21 —1,22-1,25- Bayu. 

【定理 3】 Ж АВ = (8 ВА = Г), B=A 1, 

Ш: |А |81 = |11 =1,# 1А 1520,8 ACFE, И В=1В=(А-1А)В= А! 
(AB)=A lI=A `, 

由 定理 2, 如 果 方 阵 4 нейн, 32 E AE — 0, 

рН ТРИЕ: 

(1) 4 Й, |А Жа, B(A 17 1= A, 

(2)# А рй, Й А750, M| АА TŽ, Н(АА) = ТА, 

(3)# А.В 为 同 阶 方 阵 且 均 可 道 , 则 AB 亦 可 道 , 且 (4AB) != B lA 1, 

(4) 若 4 可 道 , 则 АТ ИЙ, Н(АТ) tS (А 1), 

证 性 质 (3); (AB)(B 141)= А(ВВ-!)А!= АЈА! = АА бе], (АВ)! = 
B` 147 1 . 

证 性 质 (4); АТ(А !)7= (А 1А)Т= IT= 了 即 证 明 (A7) = (A T, 

性 质 (1) 和 (2) 留 给 读者 证 明 。 : 


8.3 ”和 矩阵 的 初等 变换 与 线性 方程 组 


8.3.1 矩阵 的 秩 和 初等 变换 


【定义 10】 # mxn ERFA 中 ,任何 太行 上 列 位 于 这 些 行列 的 交点 处 的 元 素 构 成 的 
k 阶 行列 式 1<min(m ,2 ) | , 称 为 矩阵 A 的 を 阶 子 式 。 
例如 : 


-3 8 2 -3 2 
= 一 一 I 一 
А= |2 -12 -2 12|, 则 |2 212, _ > 
1 3 1 4 1 3 4 


二 阶 一 阶 子 式 。m x n 矩阵 A 的 を 阶 子 式 共 有 Ce - C: 个 。 
【定义 11】 若 在 矩阵 A 中 有 一 个 > 阶 子 式 DD 关 0, 且 所 有 大 于 阶 的 子 式 都 等 于 零 ， 
ШКЕ A 的 秩 (rank) 为 7, 记 为 R(A)=r。 
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3| 分 别 是 4 的 三 阶 、 





例 14 ЖЕ 


2 -3 8 2 
A= 12 -2 12 


1 3 1 4 
的 秩 。 
R: 因为 A 的 所 有 三 阶 行列 式 都 等 于 零 , 即 4 个 三 阶 子 式 均 为 零 。 但 是 二 阶 子 式 
2 -3 
f 12 | =з 


所 以 ,R(A) =2。 

一 般 来 讲 ,利用 定义 计算 矩阵 A,, x ;的 & 阶 子 式 需 要 计算 Cs O 个 行列 式 ,为 简化 计 
算 过 程 ,下 面 引进 矩阵 的 初等 变换 。 

【定义 12】 下 面 的 三 种 变换 称 为 惩 阵 的 初等 行 变换 ; 

(1) 对 调 两 行 (对 调 i,j 两 行 , 记 作 rner); 

(2) 以 数 ^-=0 乘 某 一 行 中 的 所 有 元 素 (第 i 11Ж^ IEE kri); 

(3) 把 某 一 行 所 有 元 素 的 & 倍加 到 另 一 行 对 应 元 素 上 去 (第 j 行 的 & 倍加 到 第 ; 行 
上 上, 记 作 r; + kr;)o 

把 定义 中 的 “ 行 " 换 成 “ 列 ” 即 得 矩阵 的 初等 列 变 换 的 定义 (所 用 的 记号 是 把 “r” 换 成 
“c”)。 知 降 的 初等 行 変換 和 初 等 列 変換 , 銃 称 初等 変換 (elementary transformation) o 

如果 知 降 A 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 再 ,就 称 矩 阵 A EEB 等 价 , 记 作 A~ 


B. 
对 任何 矩阵 经 过 初等 变换 后 ,其 秩 有 如 下 关系 。 
【定理 4】 ФА-В,Д] R(A)=R(B)。 
证 明 略 。 
例 15 ЖЕ 
1 -2 3 - 
i: -1 5 з 
1 2 - 
的 秩 。 
和解: 


1 -2 3 -1 
[ 5 一 4 j=» 
0 0 0 
显然 ,矩阵 B 的 三 阶 子 式 全 都 是 零 ,而 
1 -2 
k ;| -sa 
故 R(A)=R(B)=2, Ж A 的 秩 为 2。 
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一 般 来 说 ,一 个 矩阵 Avx， 经 初等 行 变 换 变 成 矩阵 Bux ,形式 为 


bu bn … bir の bi, 
0 bn o ba °” bon 
B : i : 
| 0 0 Б, brn 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


这 时 很 容易 看 出 A 的 秩 数 为 >。 这 也 是 求 矩 阵 常用 的 方法 。 用 计算 机 计算 矩阵 的 秩 数 ， 
通常 也 采用 此 方法 。 


8.3.2 利用 初等 変換 求 逆 逢 降 


用 初等 変換 求 逆 知 降 的 方 法 是 : 将 所 求 的 可 逆 和 矩阵 4(|141 天 0) 的 右 侧 添 年 一 个 与 
А 同 阶 的 单位 年 阵 ,构成 一 个 二 x22 的 矩阵 [4A| 门 ,对 此 矩阵 施 以 初等 行 变 换 ( 不 能 同 


时 进行 列 变换 ) ,将 它 的 左 半 部 化 成 单位 矩阵 后 , 右 半 部 便 是 A,B 
经 初等 行 变换 




















[A|I],x2, [I| A 1] x2n 
例 16 设 
1 2 3 
A=|2 2 1 
4 
RAL 
1 2 3|1 0 2 3|1 00 . 
r2 2 riTr2 
解 :|2 2 1|0 1 た ーー -5|-2 1 0—55 
4 3|0 0 -6|-3 0 1 
1 0 -2| -1 ュ 1 0 oli 3 - 
0 -2 -5]-2 1 0 cam 0 -2 0|3 6 - 
r2 十 (一 $)rs3 
0 -1|-1 -1 1 0 -1|-1 -1 1 
-1、 0 0| 1 3 72 
тх ( 5) 3 5 
ру” 010 -3 一 3 > 
011 1 -1 


1 3 -2 
` -1 = _ 3 一 5 
所 以 А > 3 2 |° 


1 -1 
対 可 逆 短 陸 A 也 可 进行 列 初等 变换 求 道 , 用 如 下 方式 进行 ， 


Кыл las]... 


在 这 里 特别 指出 : 用 初等 变换 求 逆 和 矩阵 时 ,或 者 对 行 或 者 对 列 , 二 者 不 能 同时 进行 初 
等 变换 。 
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8.3.3 矩阵 的 初等 行 变换 与 线性 方程 组 
设 线性 方程 组 


azı + azt + ainn = 61 
аз 51 + ах) T *** T аз = 02 (8-6) 


am1 T1 + Am2T2 +-+ Amnn 一 bm 
当 常 数 项 bibr bn 全 为 零 时 ,方程 组 (8-6) 式 称 为 齐 次 线性 方程 组 (system of linear ho- 
mogeneous equation) , 当 常 数 项 6,、2。、…、6。 不 全 为 零 时 ,方程 组 (8-6) 为 非 齐 次 线性 方程 


组 (system of linear nonhomogeneous equation) 。 


方程 组 (8-6) 的 系数 矩阵 为 
а 412 Qin 
A= а21 422 @2п 
а] Am2 ы Amn mXn 
ГВЕН BJ W BORITE ERE A 的 最 右边 构成 一 个 mx Хх (п +1)  ® 
an ар … alin bi 
B= ад а АЕ аһ b; 
Ami Am2 | G, bn 
把 矩阵 B 称 作 方程 组 (8-6) 的 增 广 矩阵 。 


对 于 线性 方程 组 (8-6) ,如 何 判定 它 是 否 有 解 ? 如果 有 解 , 解 的 情況 如何 ? 又 怎样 去 
求解 ? 我 们 以 二 元 线性 方程 组 为 例 ,加 以 分 析 。 


デュ キィ っ 三 1 
(8-7а) 

жү} жә = 2 

+229 =1 
全 z2 (8-7b) 

222+ z /=2 

zıtz:=1 
1 ' (8-7c) 

2хү+2х›=2 


通过 计算 可 知 , (8-7a) 无 解 ;(8-7b) 有 了 唯一 的 解 ;(8-7c) 有 无 穷 多 解 。 我 们 将 它们 的 增 广 矩 
阵 秩 数 与 其 相对 系数 矩阵 秩 数 进行 比较 , 增 广 矩 阵 秩 (8-7a,b,c) ,及 相应 的 系数 矩阵 秩 分 
别 表示 如 下 : 


о ке = = н 

= 
1 

II 
eon 

m 

N 
i 

l 

кә 





从 上 述 讨论 我 们 看 到 , 当 秩 B 不 等 于 秩 A 时 ,方程 组 无 解 ; 当 秩 B 等 于 秩 A 时 方程 组 才 
有 解 , 而 且 , 增 广 和 矩阵 的 秩 数 等 于 矩阵 A 的 列 数 时 有 唯一 解 ; 增 广 和 矩阵 的 秩 数 小 于 和 矩阵 A 
的 列 数 时 有 无 穷 多 解 。 

【定理 5] 线性 方程 组 (8-6) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 A 与 增 广 矩 阵 B 
有 相同 的 秩 , 即 R(B)=R(A); 并 且 R(A)= n ВА (8-6) 9—4, Р(А) <» 时 
方程 组 (8-6) 有 无穷 多 解 。 证 明 略 。 

在 解 线性 方程 组 时 ,必须 对 增 广 矩阵 实行 初等 行 变换 , 若 对 增 广 拖 阵 B 实行 矩阵 的 
初等 列 变换 ,会 改变 线性 方程 组 变量 zi, zz,…，, z, 的 排列 顺序 , 因此 不 能 进行 列 变换 。 
对 增 广 和 矩阵 实行 初等 行 变换 不 改变 增 广 和 矩阵 和 系 数 知 陸 4 的 秩 。 下 面 研究 定理 4 的 
应 用 。 

例 17 判断 线性 方程 组 解 的 情况 

жүл 2хз=1 

ぞ ュ ー2 ァ ッ ー хз=2 

Зх 25 + 5 ェ 3 三 3 

ー2 ァ 」 す 2 ェ 2 填 33 ニー4 


解 : 对 增 广 矩阵 B 实行 初等 行 变 换 ; 


1 -1 2 1 1 -1 2 1 
B= 1 -2 -1 2 | n+(-1)ı 0 -1 -3 І | r+25 

3 -1 5 3 | =+(-3)2 0 2 -1 0 
-2 2 3 — 0 7 一 

1 -1 2 1 1 -1 2 1 

0 -1 -3 l| >+ |0 -1 -3 1 

0 0 -7 2 0 0 -72 

0 7 一 0 0 


经 过 行 变换 后 , 增 广 矩阵 与 系数 矩阵 秩 相等 , 即 R(A) = 尺 (B), 则 方程 组 有 解 ;又 因 玉 
(А)=3= mw， 所 以 方程 组 有 唯一 解 。 

在 求 线性 方程 组 的 解 时 ,我 们 应 该 注意 遵守 下 面 三 个 原则 : 

(1) 对 于 方程 组 只 进行 初等 行 变换 , 它 不 会 影响 方程 组 的 解 , 即 原来 方程 组 和 变换 后 
的 方程 组 是 等 价 (或 同 解 ) 方 程 组 。 

(2) 知 降 B 经 初等 行 变换 后 , 若 其 一 行 全 为 0, 那 么 这 一 行 所 确定 的 方程 是 多 余 的 方 
程 (因为 它 对 任何 解 都 满足 ), 可 以 去 掉 这 一 行 的 方程 ; 若 在 B 中 能 找到 不 为 0 的 于 行列 
式 ,那么 它 所 确定 的 方程 是 保留 方程 ,所 有 这 些 保留 方程 组 成 了 原 方程 组 的 解 。 

(3) 在 对 B 进行 初等 行 变换 中 ,时 刻 判断 增 广 矩阵 的 秩 是 否 等 于 系数 矩阵 的 秩 ( 即 判 
断 增 广 矩阵 和 系数 矩阵 中 存在 的 最 高 阶 不 为 0 的 子 行列 式 阶 数 是 否 相等 ) , 若 不 等 ,方程 
组 无 解 ;车 相等 , 秩 数 等 于 变量 个 数 (4) 则 有 唯一 解 , 秩 数 不 等 于 变量 个 数 (n) 则 方程 组 有 
无 穷 多 解 。 

将 例 17 问题 改 为 求解 线性 方程 组 。 根 据 上 述 原则 (2) ,可 去 掉 增 广 矩阵 变化 后 第 四 
行 元 素 (因为 这 行 全 为 0) ,又 因为 经 过 初等 行 变换 后 的 增 广 矩 阵 中 ,有 三 阶 子 式 不 为 零 ， 
即 
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1 -1 2 








0 -1 -3|=7 デ 0 
0 0 -7 
所 以 原 方程 组 同 解 方程 组 为 
21- х0 +223=1 
| ー ァ ゥ 一 3 テニ 1 
— Tr = 2 
ШАХАЛТ УГ АЕ ЕВО ОН] , 故 原 方程 组 有 唯一 解 ， 


3 = - S; zy = -1+$= -4,22140 4)-2-2)=2, 


例 18 求解 线性 方程 组 
хръх0 +353 xX4=1 
x 一 Z2 一 3z7z3+4z4 三 4 
ZIl+Szz 一 9z3-8z4=0 


Я: 对 增 广 矩阵 作 初 等 行 变换 


1 1 -3 -1 1 1 1 -3 -1 1 
r2— 3r1 r, + rs 
B= 3 -1 -3 4 4 —*I0 -4 6 7 1 | 一 一 ~ 
ー1 


к 1 
1 5 —9 一 8 0 ; ! 4 -6 ー7 (4) х3 
_ _ _6 3 5 
1 1 3 1 1 | 1 O 4 4 4 
0 0 っ っ И Ло о 0 0 0 
0 1 -本 —-—у “+ _6 _7 _1 
4 4 4 0 1 4 4 4 


显然 R(A)= КОВ) ЕТ ЖОЕ РЕП КИТУ 2 的 子 行列 式 不 为 零 , 即 方程 有 


Ж; ХВ R(A)=2<4=n ,所 以 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ,与 原 方程 组 的 同 解 方程 组 是 
6 


3 3 

ーー オマ コキ オタ 4 モイ 
6 7 。 _ 1 

Z2 4723 4345 4 


5 6 3 
21 4 423 424 


1 6 7 
z= ー イ イオ イマ 5 キ イィ 4 


因 自 由 変量 L3, T4 可 以 取 任 意 值 , 令 イ 3 = Cl,z4= C>, 故 有一 般 解 : 
5 6 3 


а= +С С 
7 
а= аон 
з= С, 
Z4= C2 
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当 C=0,Cz=0 时 , 例 21 有 一 个 特 解 :zi1= 六 ,zz= -地 ,3=0,x4=0。 
这 里 顺便 提醒 读者 , 当 线性 方程 组 有 无 穷 多 组 解 时 ,任意 常数 的 个 数 ( 自 由 变量 的 个 
数 ) 等 于 nn 一 R(A)。 
对 于 式 (8-6) 的 线性 方程 组 , 若 右 端 常数 项 全 为 零 , 则 为 齐 次 线性 方程 组 。 它 的 系数 
和 矩阵 A 与 增 广 和 矩阵 B 的 秩 总 是 相等 的 , 即 R(A)=R(B), 所 以 齐 次 线性 方程 组 总 是 有 和 解 
的 ,并 由 定理 4 知道 : 
(1) 当 R(A)= x 时 , 齐 次 方程 组 有 了 唯一 一 组 解 , 即 只 有 零 解 (zl=0,zz=0,……zn== 
0)。 
(2) 当 R(A)< 时 , 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ,并 容易 知道 齐 次 线性 方程 组 有 
非 零 解 的 充 要 条 件 是 R(A)<n。 
例 19 求解 齐 次 线性 方程 组 
+2z2 xX3+37rs=0 
2z (zt zà,” xs=0 
3zi t хә XT3+ х4+2х5=0 


—5х;+ 2ху+ хта-—7х5=0 


Ж: 
1 2 —1 0 3 1 2 -1 0 3 
A= 2 -1 0 1 —1 >+(-2) |0 —5 2 1 —7| r+(-1)r; 
3 1 ー1 1 2 | mt+r3r 0 -5 2 1 -7| rt Dr 
-3 2 1 -7 -5 2 1 -7 
1 2 -10 3 1 0 -5 4 4 
0 -5 1 -7| (п o1 2 1 7 
0 0 0 0 | ^+(-2); 5 5 5 
0 0 0 O 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 


由 于 R(A)=2<n=5, 故 有 非 零 解 ,其 原 方程 组 同 解 方 程 组 为 


21 Lest 224+ 125—0 





2 1 7 
227 5237 624+ srs=0 


令 X3= CGi,z,4= Ca, =s = C3, 故 得 非 零 解 


| =G, - 20-503 





2 1 7 
22 一 С + С C 
J 5 1 5 2 5 3 
ィ 3 三 С, 
za= C2 
х5= C3 
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例 20 求解 方程 组 


21-22) 填 3s 一 と 4 三 1 
3Зтү—хә+5хж3—3хд=2 


2тхү+х2+32ху-2хд=3 





1 -2 3 -1 1 
rat (—1)r2 
== 5 -4 0 -1 
0 0 0 2 
E B ҤүЖ—=1үЕ ЖАНЕ Ye i Bl ЈЕ, В R(A)=2 关 3= R(B), 故 原 方程 组 无 解 。 


例 21 在 图 8-2 中 , 设 血液 往 血 管 分 支点 流动 的 流 率 为 = ,经 两 条 血管 离开 分 支点 的 
流动 的 流 率 分 别 为 x 和 y, 则 





々 タニ アオ? 
又 假设 各 条 血管 距 支 点 一 定 距离 处 的 压强 分 别 为 ヵ 。、 ヵ , 及 p.( 血 管 端点 的 压强 pan рух 
р. 是 可 以 测 得 的 ) ,在 分 支点 的 压强 为 p; 试 用 线性 方程 组 求 出 zx、y、z Жр, 
Ж: 假设 压 降 (对 分 支点 的 压强 差 ) 与 流 率 成 正 ñ 
比 , 则 得 シグ 
イサ オッ ニ を テ 
zR; = p, - b 


zR, = p- Pr TT 


aY 
v 


yR, = p - ру N 
其 中 R..R,. R, 分 别 为 三 条 血管 相应 的 比例 系数 ,将 
转 成 右 端 为 常数 项 的 非 齐 次 线性 方程 组 ， 
キッ ー ヶ = テ 0 
Кох + p = ф, 
- Ra + p = р, 
- Ку + p = р, 
系 数 知 降 的 行列 式 
1 1 -1 0 
0 R, 1 
ІА | = | 
1 


-R 0 O = - (RR, + RR, + R,R,) #0 


0 -R, 0 
MA К Ж ЖОР ВЕРОНА, HARET ЛЕШ ЖК 4, 非 齐 次 线性 方程 组 有 唯一 解 : 


_ R,( P; — Pr) — R, ( p> — фу) 
“  R,R,+R,R,+R,R, 
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_ R. (p. -py)- R,( p, — た) 
” R,R,+R,R,.+R.R. 

_ R,( b: - px) ー R. (Ó, — pa) 
“  R,R,+R,R,+R,R, 


_ R.R b. + Е,К„р„ + RRp 
PU RR, +RR,+RR, 








8.4“ 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 在 理论 和 实际 研究 中 有 重要 意义 ,如 数学 上 的 特征 向 量 空 
间 ,医学 上 的 莱 斯 利 (LesLie) 人 口 模型 ,医学 统计 中 的 多 变量 分 析 等 ,都 用 到 和 矩阵 的 特征 
” 值 和 特征 向 量 。 因 此 给 出 它们 的 概念 。 
【定义 13】 А 是 ” 阶 方 阵 ,如 果 数 4 和 具有 ?= 行 的 列 知 隆 X( ヵ 维 列 向 量 ) 使 下 式 
成 立 
АХ = АХ (8-8) 
別称 数 À 为 方 阵 A 的 特征 值 (eigen value) , 非 零 列 向 量 X(n 维 列 向 量 ) 称 为 矩阵 A 的 特 
118 А 对 应 的 特征 向 量 (eigen vector) 。 


将 式 (8-8) 写 成 
АХ = МХ 
移 项 得 (А-А)Х=0 (8-9) 
А-тар тар ` та, 
其 中 М-А= Tea Асаш АЫ 7 42 
та тар А-а, 


叫做 A 的 特征 矩阵 。 
将 式 (8-9) 展 开 为 n 元 齐 次 线性 方程 组 , 即 ; 


(à >a) х1 арх‘ aint =0 
-anzi t (À —an)z > — a£, = Ü 
Чуку A272 `` + Q - an Zs =0 


它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 


1 一 al тар ` та, 
тад Атар … -аә 

ІА-А| = ‚ ‚ | =0 
T @z1 T an2 `". 从 一 Ann 


А-А ЖТ À 的 ヵ 次 多 项 式 , 称 为 矩阵 A 的 特征 多 项 式 , |AI -A|=0 则 称 为 矩阵 A 

的 特征 方程 。A 的 特征 值 正 是 它 的 特征 方程 的 解 ,而 特征 向 量 即 是 齐 次 线性 方程 组 (AJ 

-А)Х =0 的 非 零 解 向 量 。 因 此 ,可 给 出 求 矩 阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 的 具体 方法 : (1) 

用 求 行列 式 的 方法 计算 特征 多 项 式 |4I - A|; (2) 解 特征 方程 141 - A| =0, 求 出 特征 值 
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4;(3) 把 每 一 个 特征 值 代入 齐 次 线性 方程 组 (X21 - A)X=0, 求 出 方程 组 的 非 零 解 X , 即 是 
属于 4 的 特征 向 量 。 
例 22 ЖЖ 


的 特征 值 和 特征 向 量 。 
Ж: 1. 计 算 特 征 多 项 式 : 
147-4|=| -2 2-1 -2 
-2 -2 メー1 


= (А +1)2(А – 5) 








2. 求 特征 方程 的 特征 根 : 
(A+1)?(X4 一 5)=0,41= 一 1 为 二 重 根 ,4s=5 
3. 求 特征 向 量 : 把 特征 值 -1 代入 齐 次 线性 方程 组 
(A—1)z1-2x2—2x3=0 
| (4-1) =. 一 2z3=0 
-2х1 2х5 + (А - 1) х3=0 
得 到 


ー2 ァ 1 ー2 ァ テッ > 一 2 テニ 0 
ー2 ァ ュー2 ァ ゥ 一 23 三 0 


解 上 述 齐 次 线性 方程 组 ,得 到 一 组 非 零 解 x1 =1,z;=0,z = -1, 于 是 属于 1= -1 的 特 


征 向 量 
1 
= 
ー 1 


同样 ,把 4。=5 代入 齐 次 线性 方程 组 (X41 - 4)X=0, 可 得 到 一 组 非 零 解 zl =1, r= 
1,z3=1, 于 是 也 有 属于 A= 5 的 特征 向 量 


| 


请 注意 ,4 是 特征 值 , 若 x 是 属于 4 的 特征 向 量 , 则 er (AR РО) RERET EA 
(А-А) = 0 同样 kr 也 是 属于 4 的 特征 向 量 。 所 以 特征 向 量 不 是 由 一 个 特征 值 唯一 
确定 。 反 之 ,不 同 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 决 不 会 相等 ,也 就 是 说 一 个 特征 向 量 只 能 属于 
一 个 特征 值 。 


|а засын 


8.5% 线性 代数 初步 在 计算 机 实验 室 中 的 教学 实践 


把 计算 机 机 房 作 为 医学 高 等 数学 的 实验 室 是 教学 改革 的 重要 内 容 ,尤其 是 线性 代数 
・233 ， 





用 计算 机 进行 教学 势 在 必 行 。 首 先 线性 代数 在 实际 应 用 时 几乎 是 靠 计算 机 完成 的 ,另外 ， 
线性 代数 运算 既 复 杂 又 有 规律 ,这 正 适 合计 算 机 计算 的 特点 ;其 次 ,在 计算 机 实验 室 中 进 
行 教学 ,不 仅 使 线性 代数 概念 和 理论 与 实际 复杂 计算 相 结合 ,而 且 培 养 和 锻炼 医学 生动 手 
和 应 用 计算 机 能 力 ;还 有 ,利用 计算 机 教学 可 以 缩减 教学 学 时 数 。 为 此 ,本 节 只 根据 本 章 
内 容 顺 序 , 初 略 地 安排 线性 代数 在 计算 机 机 房 中 的 教学 做 法 。 


8.5.1 行列 式 与 计算 机 求 行列 式 值 


以 本 更 第 一 节 开 头 的 行列 式 定义 为 基础 ,再 用 行列 式 定义 证 明 上 三 角 行列 式 的 值 等 
于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 ,然后 使 学 生 知道 任何 一 个 n 阶 行列 式 最 多 经 过 (n? +2n 3)/ 
3 次 乘法 和 除法 就 能 变 成 上 三 角 行列 式 ,计算 机 正 适 按照 这 个 机 械 的 方法 ,计算 出 行列 式 
的 数值 。 让 学 生 马 上 用 计算 机 计算 行列 式 的 值 。 简 单 介绍 行列 式 性 质 。 


8.5.2 ”矩阵 理论 和 计算 机 求 送 矩阵 


和 矩阵 是 抽象 思维 、 运 算 和 推理 的 一 种 重要 工具 ,所 以 我 们 坚持 8.2 节 的 教学 内 容 和 安 
排 顺序 。 只 是 在 引出 逆 和 矩阵 前 , 先 给 出 代数 余子 式 的 概念 ,然后 让 学 生 知 道 计算 机 可 按照 
伴随 和 矩阵 方法 求 着 矩阵 ,再 操作 计算 机 求 逆 矩阵 。8.2 节 加 强 研究 矩阵 的 概念 和 理论 研 
究 的 教学 思想 不 变 。 


853 用 计算 机 求解 线性 方程 组 


H 8.3 节 , 直接 给 出 矩阵 的 秩 , 非 齐 次 和 . 
齐 次 线性 方程 组 的 概念 ,再 从 二 元 线性 方程 组 
的 解 的 情况 出 发 ,扩展 到 非 齐 次 线性 方程 组 无 
解 ,有 唯一 解 ,有 无 穷 多 解 , 以 及 齐 次 线性 方程 
组 有 唯一 解 和 无 穷 多 解 的 情况 。 最 后 让 学 生 
了 解 一 些 计算 机 用 主 元 消去 法 解 线性 方程 组 
的 道理 ,并 直接 用 计算 机 解 线性 方程 组 。 

8.4 节 甜 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 教学 安 
排 不 变 , 即 按 8.4 节 内 容 进行 教学 。 

本 章 利 用 计算 机 工具 进行 教学 思想 是 : 仍 
坚持 线性 代数 初步 中 的 基本 概念 、 基 本 理论 、 
基本 方法 为 主 的 教学 方针 , 仅 是 求 行列 式 的 
值 , 求 逆 矩 阵 、 解 线性 方程 组 可 直接 用 计算 机 
计算 结果 ,减少 复杂 计算 , 为 学 生 在 医学 上 用 
计算 机 处 理 定 量 问题 开拓 思维 方法 。 在 用 计 

图 8-3 算 机 计算 时 ,只 要 求学 生 掌 握 使 用 计算 机 操作 
方法 ,以 及 对 计算 机 计算 的 结果 进行 分 析 ,关于 计算 机 按 哪 种 数学 算法 和 怎样 编写 程序 可 
不 做 要 求 。 

关于 使 用 哪 种 线性 代数 中 的 微机 计算 程序 以 及 微机 操作 方法 ,种 类 较 多 ,怎样 使 用 计 

算 机 由 教师 根据 具体 情况 自行 安排 。 这 里 仅 介绍 用 计算 机 计算 线性 方程 组 的 一 种 算法 ， 
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选 主 元 , 即 确定 六, 使 


a; = Шах |а 
lant k SiSNn 








回 代 求解 , 即 
bnt bn /ann 

bi (bi -Deiz Vai 
Ean ー ま 42) 









关于 用 计算 机 计算 行列 式 的 值 和 求 逆 矩阵 就 不 介绍 了 。 

用 计算 机 计算 线性 方程 组 的 解 的 方法 中 , 使 用 最 广 的 是 列 主 元 素 消去 法 。 用 列 主 元 
素 消去 法 解 线 性 方程 组 AX = b 的 程序 框图 见 图 8-3。 图 中 e 作 控 制 常数 ,通常 为 比较 小 
的 正 实 数 , 当 某 个 选 出 的 主 元 或 完成 消 元 后 的 系数 cu 的 绝对 值 小 于 es 时 ,就 认为 det A= 
0, 从 而 中 止 计算 。 为 了 节省 工作 单元 ,图 中 还 用 A* 冲 掉 A, 5 や の 沖 揮 8 ,并 注意 到 A 的 
下 三 角 部 分 都 应 变 为 零 , 而 且 在 进行 第 & 次 消 元 计算 时 ,算出 乘 数 mj 后 ai 不 在 起 作用 ， 
故 用 mi 冲 掉 a , 回 代 后 所 得 的 解 X 放 在 数组 5 内 。 

例 23 用 列 主 元 素 消去 法 解 线 性 方程 组 

ー 0.0025, + 2z +2х» = 0.4 
А + 0.781255, = 1.3816 
3.996 + 5.56255) + 41; = 7.4178 

(计算 过 程 取 5 位 有 效 数 字 。) 

解 第 一 次 消 元 对 

-0.002 2 2: 0.4 
ГАО |07 | 1 0.78125 0. we 
3.996| 5.5625 47.4178 

因 列 主 元 素 为 aP , 故 作 行 变换 rie*yr3, 然 后 进行 消 元 计算 可 得 
3.996 5.5625 4 ; 7.4178 
0 。-0.61077 -1.0010 | -0.47471 
0 2.0029| 2.0020 ; 0.40371 
第 二 次 消 元 対 [A2!p2], 因 列 主 元素 妨 好 , 故 先 作 行 变换 оез ,然后 进行 消 元 计算 可 
得 


[4②16②1 = 











3.996 5.5625 4 : 7.4178 
[А®)|5®]=| 0 2009 2.0020 0.40371 
0 0 -0.39050 —0.351601 


由 此 回 代 , 即 得 方程 组 的 计算 解 为 
k=[1.9272 -0.69841 0.90038]7 
与 具有 5 位 有 效 数字 的 精确 解 =[1.9273 -0.69850 0.90042]『 相 比 较 , 所 得 计算 解 
是 比较 准确 的 。 
在 实际 应 用 中 ,变量 个 数 不 仅 是 三 个 变量 ,而 是 十 几 个 或 上 百 个 变量 ,用 计算 机 解 变 
量 个 数 比 较 多 的 线性 方程 组 会 方便 简捷 的 多 。 


小 Ж 


本 章 介绍 了 行列 式 的 概念 和 性 质 , 强 调用 它们 求 行列 式 值 的 方法 ;重点 讲述 矩阵 、 遂 
抢 阵 、 转 置 答 阵 、 矩 阵 秩 数 的 概念 ,性 质 及 其 运算 ;叙述 了 线性 方程 组 解 的 结构 ,会 利用 初 
等 变换 求 垂 阵 的 秩 , 逆 矩 阵 ,特别 是 用 初等 行 变 换 求 解 线性 方程 组 。 
本 章 对 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 只 是 粗浅 的 介绍 , 它 在 理论 和 应 用 上 都 有 重要 的 价 
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值 ;最 后 给 出 借助 计算 机 工具 讲授 线性 代数 初步 的 一 种 新 的 教学 方法 。 














J в 
1. 计 算 下 列 各 行列 式 的 值 。 
3 1 -1 2 1 0 1 3 1 
-5 1 3 ー4 1 -1 4 3 1 
(1) 2 0 1 -1 (2) 1 -1 2 3 (3) 1 
1 -5 3 -3 0 0 1 3 1 
2. 计 算 行列 式 。 
-ab ас ae atb c c 
G)| а -ed de (2)| a btc a 
bf cf -ef b b с+а 
3. 计算 ” 阶 行列 式 
ab 0 0 0 l 2 3 … n-l n 
0 ab … 0 0 1 -1 0 … 0 0 
(1) КЕРҮНЕ РҮҮ (2) 0 2 -2 ... 0 0 
0 0 0 ... a b と と て て ミナ て ここ と とこ ここ と と 
b 0 0 … 0 a 0 0 0 … n-li n 
4. 试 确定 矩阵 中 的 未 知 数 a ,6 ,c。 
2 3 a -i 3 b 
oF i a FG o 
1 > a 2 1] [15 -3 7 
の [5 -2 МЕ c dl -8 А 
5. 设 矩阵 
1 2 1 2 4 3 2 1 
a=b 1 2 | в 2 1 -2 Л 
1 2 3 4 0 -1 0 -1 
(1)% 3А - В; I 


(2)# ЖБ  ЕЛЁ®ЕА+Х=В,ҖЖХ; 
(3) 解 知 隆 方 程 (24 +Y)+2(Bー ヤ )=04。4 求 Y。 
6. 计 算 下 列 和 矩阵 的 乘积 。 





3 4 
1 0 -1 2 
1 2 1 
(}|-11 3 0 
0 5 -1 4 1-1 
2 1 


өш э аз |з оз 


7. 举 例 说 明 两 个 非 零 矩 阵 的 乘积 能 是 零 矩 阵 吗 ? 
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8. 设 矩阵 


验证 (AB)T= BTAT。 
10. 用 伴随 甜 阵 的 方法 求 甜 阵 的 北 
f 1 1 1 
(| Сева] юр! 
0 1 
11. 解 下 列 矩 阵 方程 。 

юы шй; Es е 
ol sl, шн а 
әр, JE 9р2 94 
12. ВАТРЕНО, 
013 1 2 3] 
+] өр 
5 7 4 3 


13. 求 下 列 矩 阵 的 秩 。 


N 





> 

lI 
ә о = 
= | v 

— 
= Q = 
公 — w 


14. 解 线性 方程 组 。 

тр+ъ х0 - 323-24 = 1 
(1) 321 - 22-323 +424=4 (2) 
zı +505 - 9хз –- 854 = 0 
хү+2хл›+ zx =5 
(3)5 22) — х2 + 32327 


32у tzt х3 = 6 


15. 线 性 方程 组 。 








É 3 | 
B= 
2 1 0 
1 0 0 
0 2 0 
(3) оо з 
0 0 
3 "| 
0 -1 
1 2 3 
1 1 O 
， B= 
2 3 3 
3 4 
хр х2 = 3 


22-22 - z3= 一 8 
xı ア 2 一 3 と 3 = 一 10 
2zí+7z;j+3zx;+ xr,=6 


(4) Зх + 5х» +223 +224=4 


921 +455 + 23 +724=2 


1 
© 


2 3 
2 1 
4 3 
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àri + (А-1)х;+ху=А 
З(А +1) =, + Ах + (À +3)хз=3 
4 为 何 值 时 ,( i ) 有 唯一 解 ; AES L (її) ЖЛ. 
16. 求 下 列 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 


3 -1 1 3 3 2 
ol 0 Д ei 1 
1 -i -3 -1 0 


> +3)хт|+х›+2х;=А 
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f 录 


I. 简单 不 定 积分 表 


(一 ) 基本 积分 公式 


n +1 

2. Í = = 2+6 (nx -1,n 为 任意 实数 ) 

3. [Lar=inlzl+C (zx0) 

x 

4. | eidr=er+C 

5. | а= ас (а>0,а%1) i 
na 

в. | snzdz= ~ созт + C 

7. | cosrdr = sinz + C 

8. | iezdz= -mleszl+c 

9. | orrdz =Inlsinz| +C 


10. | sezdz = | —1-ак=шт +C 





п. | sezdz= | dr= -otz +C 

12. Га: = [а= + tgz! + С= (5 +2)1+С 
-| l | _ ー = 

13.| сес = | -1-ак= еск сих} + C=Inltg う [+С 

14. | эестїйтйт = secz + С 


15. | sercotzdz = — cscz + C 


ーー _ < 
16. | ラーaein + C R arccos — + C 





1 1 
17. | dr = асв E+C (a き 0) 
1 


1 + 
в. | Gr r hle (фаш) 


(—) 有 理 函 数 的 积分 











9. | 1 dz=-Inla+tàe| + C 


а + b+ 
ーー (a + ёх)! _ 
2 
ーー テー 』 1F eg 
a. аур [гр tla е1 ]+ c 
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а —2aln|a+ke| | + C 





2. | ニコ dl 
D 


2211 а 
з. | 5: | чати 





Je 


a? 
24 | jd = [шав 2 r. -+ C 



























































25. | sete- ае rc 

26 | st а= ---+-51п аы +C 

|р zat) н +c 

28 コー トー 証 生生 25а |68) e], c 

29. | — adr ae z a +С (ab 9) 

30.| ユエ dz ニー ала +C (а.6#39) 

31. тнт аа a + bz2| + C 

s| ае | 
ee 

м. e= ГТ" | аа Ek rc (ыш) 
[eet] ыва) 








2 2 _ 2Nn+1 
36. | „(а br? rde- EEN оа -1) 





+2Ь7(п +1) 
37 [z idr = slhlat+ b?z?] +C 
38. | apas = Jarg + С 
ш 
39. | La = I |= | 十 


1 х? 
. | — > —==—hn|—— + 
40 の oe | C 


1 1 б b 
| dr= - —- -arctg 2 + 
41 | aa rat 22。 13898 0 1 C 





1 z 1 bx 
— =—— — +- arctg =£ 
42. | (22 2 2a2(a2+ の >2) 2a35 a +C 
1 ж 1 a + bz 
.| dr = + + 
43 | (а? – Ы) 242(а? – 6212) дар a - ix と 





а? z 1 b 
| d= 一 六 十 
+ | — aymar а t a) 2 の 。 arcte 2 z+C 








в] ктр 2—5 で た (62<4ас) 
— 1 _ 1 n 2ez + b — Zx + 0 — V b° — 4ас 
L= М2 -4ас рети + 
Mz + N _ 2 -4M 

a7 | „М+М =1 аја + be + cx?| + (N 2): | 二 +C 





(=) 无 理 函 数 的 积分 





48. | z Va bidz = 2(2a — 3bz)(a + br)? +C 

















1552 
= 2(8а° – 12abr + 150222) (а + br)? | 
49.| 2 a F badr = 28a? sp Ma z)? 
х — а-в) а + bz 
50. | а J> +C 
л. | dr = 2(8a2 ааз 2) Ма + | 
V a+ bz 1563 
сазы -Va 
52. | — = dr = + 
| 7" Ма + $жх+У/а с (220) 














ュー мит 
зз. | 一 去 二 上 == tC (a<0) 
V а+фх 1 
54. а Ма, шүре +a | — idr 
| て хма+фх 
| elz+y а? жа?! +C 
х^+а 
2 
56. |а. Fv ta + 5-шік+м а+а| +С 


з 4 
57.| (22 + а2)2 т = (222 + 542) ta +54 уу テオ Zr] +C 


55. 


1 z 
зв. | — dr =— 2 + 
(22+ a2)2 tal х? + а? と 
2 
7 z 5 - a° 2+ 2 
59. Jarat 2 z ta + ラ hhlz+ zta’ | +С 
2 
"ое ia х?+а?|+С 
х5 а) 2 N I 


erra aty z’ tat 








— l 1 < cel a 
62. | IO (z>a) 


2 2 
63. |= = 
コー ax 


64. | 2 tata = z2+a2—aln 
2 2 
|== a= 32_ 2 


z 
х“ — a“ — а arse — + C 
a 


2 + 2 2 2 
| £a de= inset v za] +C 


+C 





a +V z2+ a2 
x 





65. 


66. 
2 
67. [vz ー х?ах = ラマ а? =a’ + ®-агсзйп 2 +C 


вв. | (а2- 22)3 ак =Z (5a? 222) а? - х ?+ 了 之 a4arcsin & +C 
8 8 a 


1 。 と 
69. іх = = +С 
ат МС 


70. =———+c 
| _ 12 а? М alr? 
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4 
71.| >° V а? z2dre= $ (222 - а?)м а? x? + Sg arcsin = +C 


2 2 
72. | а-у a 2? + G arcsin 2 + С 








а? = 1? 2 2 
2 

x _ z _ ох 
3 | arcsin 2 +C 
74 | 1 —ак=--1ь|а*У/ a-r] + 

| < а?—х а T 
л» 
15. | 2 L 5 9 ァ ニー +e 
工 а - х 








_ / а? — r? 


х 


ー 2 

78.| v 2ах - 124== 26у Zar- + Faros 1-2 ) +C 
2 -242 8 

79.| > м 2ах – z2dz = ーー ター タッ 2az -x° + F arccos(1 — 2) + C 


во. | II = 2ах =a? + aao [1-2 ) +C 


. zr 
— arcsin — + C 





「 — 72 2 
8s.| dr = - (®+3а)У 2ал — z +32 ace (1-2) +c 





2az 一 工 
86. | —— 2 С 
z V 2az — ж? ax 
1 za 
87. dz = +C 
(2az — z2)2 а? М 2g テ ーッ 2 
88 ーー dz ニーーー テ ーー- +С 
(2ах—х?)% a V 2ах - х? 


89. | 元 上 dz=alz+a+v 2az+z2| + C 


2_ 
90. f у a + bz + сх? а= 29210 рад b Зас 2с + +264 а+ х + с? | + C 
8 


4с сё 


— 2 2сх- b 
T24 _2с=-ф T2 p Ё +4ас . / cz 一 の 
о. [м а + bz - cx dz 42 а + bz — cz“ + 3 arsın Г? +4ас +С 














8с2 
2.| ——=————ах=-Ыш|2х+5+2/:/ а rir Ql + C 
V a + bx + cz2 М 
1 1 ， 2сх —Ь 
өз. | -=a -1 (=) 
V a+ bz — cz2 7 Гс 991 м b? +Дас 
Ма+фт+ ст? b 
“| ате т СЫ: 
с 


` 242. 





Vatbr-cz22 b 2cx-b 
95. | 一 一 dx = — ————— キーーー arcsin( ——— + C 
a + bz — сх? c 2c3 V b? + 4ас 


%.| dss (а Bt) + (а Маат) +С 
97. | а= /(a 2)(5+ z) + (a + b)arcsin よる + C 
ов. | а+&ак= (аа) (GZ) — (а + b)arsim/ 6—2 


atb 
99. | Fdz= — М 1- ж? + arcsinz= + C 


1 _ : z-a 
100. | S == asiy b-a +C 
(四 ) 超越 函数 的 积分 











+C 





101. [еа с 
102. | э=®ак= +c 
103. | nzdz=zmz-z+C 





= "t! Inz 21 
104. [лах = m (Z+: +C 


105. | erinzdz = nz -1 f Zir 
106. | 1—4: =Inlinz| + C 
cinz 


107. | sin хах = 1. _ 工 sin2z +C 





2 4 
108. | ойлат ー ナ テト sin2 ェ + C 
nti 
109. | cos'zsinzdz =- iPr ` +C 
* 如 十 1 
110. o+ の 
111 | smesinnzdr = – 30023 лш mtn Z „отлу n)z 
: 2(m + n) 2(m 


112. | cosmzcosnzdz = sin(m + n)z үис, 
2(m + п) 2( — п) 


・ = _ Gos( m + n)z _ cos( m nz ұ 
из. | sinmrcosnzdz m+n) Im n) 
м b-a? gF tb+ta 
па. 一 坚 二 = ーーー Z tC (2< め 
М 52 ай 0 - ащ -b-a 


a-b zx 2 ふっ ヵ 2 
пз. жыт” урааа) с (>b 





[一些 р аш +b- Б? – а? 
116. ーーー jn | —————G S Ə———-—|+cC (а?< 5?) 
СТИ Rag ++ 
Z4 
17.| E =—— айу b с (ax) 
a Snz a 2. p [Pp 
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118. ses > tC 
пө. | {-%— sc 

1 btgz + 
120. т" = ара а =) C 





121. [е sinnzdz = (азн — nonz) 、 C 
a 


122. fe az hI dr = (nsinz + acosnz) | 


atn? 


123. | Xsinnrdz = sina 一 Tzroosnz +C 
124. | zcosnzdz = L snr + sinnz +C 
л 
125. | x2sinnzdz = 2 Qsinnz — nzcosnz) t 2 5cos72 + C 


126. | zcosnzdz = 5 ( nzsinnz + 2cosnz) — 2 а +C 
n n 









































in" l roos — 
127. | sin"zaz = -S TOST, 7 1 | sin" -2zdz 
n n 
п _ cosn 1хпл,п-—1 n-2 
128. созжфх= = COS “хах 
129, | -d= = келп | de 
зіп (m - 1) іп" lx カー イナ gm アー タテ 
130 бх _ sinz ァ ー2 dz 
` J сов" (п —l)eest7 lr п—1./ cost ?x 
m—1 mt — 
131. cos”zrsin"z dr = ©® r £, an 1 f œs” 2 rsin”rdz 
* カー1 m+1 _ 
132. | cos”rsin"z=dz = wawap + л L | cos™rsin’ 2 工人 
133.| ーーー L T +min-2, | dz 
cos”zsin”"r (m—l1)sin lros” lx m-1 cos” 4 rsin”z 
_ mtn-2 dz 
134. | moann. _ ・ な ー1 m-l + -1 m п-2 
cos”zsin"= (m – 1) віп? lrcos™ lx п cos”rsin"” “Zz 
сов" сов" +1 -п+2 m 
135. Í ーー dz ニー ー キ ーー ー デ i dr 
sin”x (mn —1)sin" iz n —1 sin" “zx 
136 соз”, _ сов” lz moi соз" 2 x 
sin"z> (m-n)sin" lz m- sin”r 
137 | sm", _ 5ш” tl _ n —m+2 [Í япт 
(m 1)ов" l, т-1 cos 25 
Sm て sin” tr ー1 л”? 
Cs (п т)ов" lr п-т) cos" 





139. | roogrzdz = eos” x(acosz + nsinz) ү n(n 1) f G000r-27dx 

















a2+ n а? + п? 
. esin” l x(asinz — n 

140. | exsin"zdz = е 2 cosz) + ma-i) etsin”? rdr 

atn 
- "| _ 
141.| x"cosardz = 2 _- "- ж” Zcosazr dz 
m nl mlm-1 т-2. 
142.| z"sinazdz = — 一 2 z” пахіл 








143. | arcsinzdz = zarcsinz + v 1—z°+C 
144. | arccoszdz = zarcoosz — v 1-z2+C 


・ 244 ° 





TY TY 


145. | arctgrdz = zarctgz -lnv 1+х°+С 


146. | arccotzdz = zarcootz +n v 1 + z2 + C 


147. | arcseczdz = zarcsecz — Inl z + V z2-1| +C 


148. | arccsczdz = zarcesex + in| z + v デー1 |+ で C 


序 号 BRAA ft) 像 画数 F(s) 
1 1 1 
5 
2 её 1 
5-а 
3 (т> – 1) Бн 
+ 
4 "еа (т> – 1) от +1). 
(5-а) 
5 sinwt 2 2 2 
5+ o 
6 / ' 
соза) У + а? 
7 shot z 
5 
8 chot 2ー 2 
9 tsinwt 2ш 
(225+ ш)? 
52— の 
10 £ cOScot (+ 2 )2 
11 tshwt ( R 
5° + 
12 tchat Cy 
13 el sinwt Gra 
ェ ー 
14 Z coswt (5—А)?+@? 
А 20(5 — À 
15 гед sinwt TERENI 22] 
16 м 5-4) -w 
te” созо C+ の 
` 2 — ( — — 5 
17 siz ぅ 5 С» эр 
1,1 s 
18 cost zO taa 
А ， — _ 25 
19 sinat sinAt [з2+(+А)?21[52+(-—А)?1 
аы a-b _ 
20 е те (5-а) (5—6) 
21 ае“ — be” ech) ~ 
(s—-a)Xs— b) 
1. 1 . — b-a? _ 
22 sinat bsinbt (52+ а?у(з? + 2) 
_ b? -a?)s 
23 cosat — cosbt (52+ а?)у(5® + 6?) 
24 Fa- ова) 


JI . 拉 普 拉 斯 变换 简 表 

















sls? +a?) 





(s>0) 
(s>a) 
(s>0) 
(s>a) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>) 
(>4) 
(52А) 
(s>4) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>0) 
(s>a Hs>b) 
(s>a Hs>b) 
(s>0) 
(s>0) 


(s>0) 


` 245 ・ 








Ill. 希腊 字母 表 








ў Е 字 母 读 音 
A a alpha I P rho 
B B beta K = の sigma 
r y gamma A T r tau 
A 6 delta M Y v upsilon 
E є epsilon N Ф の phi 
Z と Zeta = X x chi 
H 7 eta O omicron т Ф psi 
@ 0 theta H pi n w omega 

















N . 泊 松 分 布 表 


> à _ 
1-Е(с-1) = 2 рте А 


K=0 





0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 





1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1. 0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 
0.0009295 0.0019980 0.0029955 0.0039920 0.0049875 0.0059820 0.0069756 0. 0079681 0.0089596 0.0099502 
-0000005 .0000020 .0000045 .0000080 .0000125 .0000179 .0000244 .0000318 .0000403 .0000497 

-0000001 .000000】 .0000001 .0000002 





0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.11 


1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 
0.0198013 0.0295545 0. 0392106 0.0487706 0.0582355 0.0676062 0.0788837 0.0860688 0.0951626 0.1041659 
.0001973 .0004411 .000790 .0012091 .0017296 .0023386 .0030343 .0038150 .0046788 .0056241 
.0000013 .0000044 .0000104 0000201 .0000344 0000542 .0000804 0001136 .0001547 .0002043 
„0000001 0000003 .0000005 .0000009 .0000016 .0000025 .0000038 .0000056 








0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.20 0.21 


1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 
0.1130796 0.1219046 0.1306418 0.1392920 0.1478562 0. 1563352 0.1647298 0.1730469 0.1812692 0.1894158 
.0066491 .0077522 0089316 .0101858 .0115132 .0129122 .0143812 0159187 .0175231 .0191931 
.0002633 .0003323 .0004119 .0005029 .0006058 .0007212 .0008498 .0009920 .0011485 .0013197 
„0000079 .0000107 .0000143 .0000187 .0000240 .0000304 .0000379 .0000467 .0000568 .0000685 


-0000002 .0000003 0000004 .0000006 .0000008 .0000010 .0000014 .0000018 .0000023 .0000029 
.0000001 .0000001 .000001 








0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.30 0.40 


1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 
0.1974812 0.2054664 0.2133721 0.2211992 0.2289484 0.2366205 0.2442163 0.2517364 0.2591818 0.3296800 
.0209271 .0227237 .0245315 .0264990 .0284750 .0305080 .0325968 .0347400 .0369363 .0615519 
.0015060 .0017083 .0019266 .0021615 0024135 .0026829 0029701 .0032755 .0035995 .0079263 
.0000819 .0000971 .0001142 .0001334 .0001548 .0001786 .0002049 .0002339 .0002658 .0007763 


-0000036 .0000044 .0000054 .0000066 .0000080 .OOOOO096 .0000113 .0000134 .0000158 .0000612 
.0000001 .0000002 .0000002 .0000003 .0000003 .0000004 .0000005 .0000006 .0000008 .0000040 





~ a ln 
бм бл + て うま ホラ テー Ф Doa ++ Q r> ке Ф tn + оо (о — Ф шә бо ке Ф 
> > > 





: 





・246・ 


0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 Li 1.2 1.3 1.4 


1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
0.393469 0.451188 0. 503415 0.550671 0. 593430 0.632121 0.667129 0.698806 0.727468 0.753403 
„090204 121901 155805 .191208 .227518 264241 300971 .3373733 373177 408167 
014388 023115 0341420  .047423 062857 080301 099584 120513 142888 166502 
„001752 003358 005753 009080 013459 018988 0257420 .033769 043095 053725 


2000172 .000394 000786 001411 002344 003660 005435 007746 010663 .014253 
„000014 000039 000090 000184 000343 000594 000968 001500 002231 .003201 
„000001 000003 000009 000021] .000043 000083 000149 000251 000404 000622 
.00001  .000002 000005 000010 000020 000037 000064 .000107 

.000001 000002 000005 000009 .000016 


10 .000001 .O00001 .000002 


А ч | 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 


~ 





© оо а е^ л たよ ゆい うこ の 























0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.776870 0.798103 0.817316 0.834701 0.850431 0.864665 0.877544 .889197 .899741 0.909282 
2 „442175 .475069 506754 537163 .566251 .593994 620385 .645430 .669146 .691559 
3 .191153 216642 .242777 269379 296280 323324 350369  .377286 403961 .430291 
4 065642 078813 093189 108708 .125298 .142877 161357 180648 .200655 .221277 
5 0.018576 0.023682 0.029615 0.036407 0.044081 0.052653 0.062126 0.072496 0.083751 0.095869 
6 „004456 006040 007999 010378 .013219 .016564 020449 024910  .029976 .035673 
7 .000926 .001336 001875 002569 003446 .004534 005862 007461 .009362 011594 
8 „000170 000260 000388 .000562 000793 001097 001486 .001978 002589 003339 
9 000028 000045 000072 000100 0001635 000237 000337 000470 .000642 000862 
10 1000004 000007 0000129 000019 000030 000046 000069 000101 000144 0002002 
u 000001 000001 .000002 .000003 .000005 .000008 000013 .000020 000029 .000043 
12 000001 000001 .000002 .000004 .000006 .000008 
13 .000001 .000001 .000002 
N 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.917915 0.925726 .0.932794 0.939190 0.944977 0.950213 0.954951 0.959238 0.963117 0.966627 
2 .712703 .732615 .751340 .768922 .785409 .800852 .815298 828799 841402 .853158 
3 .456187 .481570 .506376 .530546 .554037 .576810 .598837 .620096 .640574 .660260 
4 .242424 .263998 .285908 .308063 .330377 .352768 .375160 .397480 .419662 .441643 
5 .108822 .122577 .137092 .152324 .168223 .184737 ,201811 .219387 .237410 .255818 
6 .042021 .049037 .056732 .065110 .074174 .083918 .094334 .105408 .117123 .129458 
7 .014187 .017170 .020569 „02441 .028717 .033509 .038804 .044619 .050966 .057853 
8 .004247 .005334 .006621 .008131 .009885 .011905 .014213 .016830 .019777 .023074 
9 .001140 .001487 .001914 .002433 .003058 .003803 .004683 .005714 .006912 .008293 
10 .000277 .000376 .000501 .000660 .000858 .001102 .001401 .001762 .002195 .002709 
11 .000062 .000087 .000120  .000164 .000220  .000292 000383  .000497 .000638 .000810 
12 .000013 .000018  .000026 .000037 .000052 .000071 .000097 .000129 .000171 .000223 
13 .000002 .000004 .000005 .000008 .000011 .000016 .000023 .000031 .000042 .000057 
14 .000001 .000001 .000002 .000002 .000003 .000005 .000007 .000010 .000014 
15 .000001 .000001 .000001 .000002 .000003 
16 .000001 
А 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.969803 0.972676 0.975276 0.977629 0.979758 0.981684 0.983427 0.985004 0.986431 0.987723 
2 .864112 .874311 .883799 .892620 .900815 .9084220  .915479 922023 .928087 .933702 
3 .679153 .697253 .714567 .731103 .746875 .761897 .776186  .789762 .802645 814858 
4 „463367 .484784 505847 .526515 .546753 .566530 .585818 004597 .622846 .640552 
5 .274555 .293560 .312781 332156 .351635 .371163 .390692 .410173 .429562 .448816 





е 


„142386 — 155881 .169912 .184444  .199442 .214870 .230688 .246857 .263338 .280038 
・ 247 ・ 























3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 
7 .065288  .073273 .081809 .090892  .100517 110674 .121352 .132536 .144210  .156355 
8 .026739 .030789 .035241 .040107 .045402 0511344 .057312 .063943 .071032 .078579 
9 .009874  .Q⑪1671 „013703 .015984 .018533 .021363 024492 .027932 .031698 .035803 
10 .003315 004024 .004848 .005799 .006890 .008132 .009540 .011127 .012906 .014890 
1 .001019 .001271 .001572 .001929 002349 000840 .003410 .004069 004825 .005688 
12 .000289 .000370 .000470 .000S92 000739 .000915 001125 .001374 .001666 .002008 
13 .000076 .000100 .000130 .000168 .000216 .000274 .000345 000431 .000534 .000658 
14 .000019 .000025 .000034 .000045 .000059 .000076 .000098 .000126 .000160 .000201 
15 .000004 .000006 .000008 .000011 000015 .000020 .000026 .000034 .000045 .000058 
16 .000001  .000001 .000002 .000003 .000004  .000005 000007 .000009 .000012 .000016 
17 .000001 .000001 .000001 .000002 000002 .000003 .000004 
18 .000001 ,000001 
。 А | 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0 5.1 5.2 5.3 5.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.988891 0.989948 0.900905 0.991770 0.992553 0.993262 0.993903 0.994483 0.995008 0.995483 
2 .938901 943710 948157 .952267 .956065 .959572 962810 .965797 .968553 .971094 
3 „826422 . .837361 .847700 .857461 .866669 .875348 .883522 891213 898446 .905242 
4 „657704 674294 690316 705770 .720655 .734974 .748732 .761935 .774590 .786709 
5 .467896 .486766 505391 .523741  .341788 559507 .576875  .593872 610482 .626689 
6 .297070 -314240 .331562 .348994 .366499 384039 .401580 .419087 .436527 453868 
7 | .168949 .181971 .195395 209195 .223345 .237817 .252580 267607 .282866 .298329 
8 .086586  .095051 .103969 .113334 .123138 .133372 144023 .155078 .166523 178341 
9 .040257 045072 .050256 055817  .061761 .068094 .074818 .081935  .089446 .097350 
10 „017093 019527 .022206 025141 .028345 031828 .035601 .039674 .044056 .048755 
11 .006669 007777 009022 .010417 .011971 .013695 .015601 .017699 .020000 .022514 
12 „002404 002863 003389 003992 004677 005453 006328 007310 008409 009632 
13 „000805 000979 001183 .001422 001699 002019 002387 002809 .003289 .003835 
14 .000252 .000312 .000385 .000473 .000576 .000698 .000841 .001008 .001202 .001427 
15 .000074 .000093 .000118 .000147 .000183 .000226 .000278 .000339 .000412 .000498 
16 .000020 .000026 .000034 .000043 .000055 .000069 .000086 .000108 .000133 .000164 
17 .000005 .000007 .000009 .000012 .000015 .000020 .000025 .000032 .000041 .000051 
18 .000001 .000002 000002 .000003 000004 .000005 .000007 .000009 .000012 .000015 
19 .000001  .000001 .000001 000001 .000002 000002 .000003 .000004 
20 „000001 .000001 .000001 
。 4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.9 6.1 6.2 6.3 6.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.995913 0.996302 0.996654 0.996972 0.997261 0.997521 0.997757 0.997971 0.998164 0.998338 
2 .973436 .975594 .977582 .979413 981098 982649 984076 .985388 986595 .987704 
3 ,911624  .917612 .923227 .928489 „933418  .938031 .942347 .9463820 .950154 .953676 
4 .798301 .809378 .819952 .830037 .839647  .848796 .857499 .865771  .873626 .881081 
5 „642482 657850 .672785  .687282 .101335 .714943 728106 .740823 .753096 .764930 
6 .471081 .488139 .505015  .521685 .538127 554320 .570246 585887 .601228 .616256 
7 „313964 .329742 345634 .361609 .377639 .393697 .409755 .425787 .441767 .457671 
8 .190515 .203025 .215851 .228974 .242371 .256020 .269899 .283984 .298252 .312679 
9 .105643 .114322 .123382 132814 142611 152763 .163258 .174086 185233 196685 
10 .053777 059130 .064817 .070844 .077212 .083924 .090980 098379 106121 .114201 
H .025251  .028222  .03I436  -034901 .038627 .042621 .0468%0 .051441 .056280 .061411 
12 .010988  .012487 .014138 .015950 .017931 .020092  .022440 .024985  .027734 .030697 
13 .004451  .005144 005922 .006790 .007756 .008827 .010012 .011316 .012748 .014316 
14 .001685 .001981  .002319 002703 .003138  .003628  .004180 004797 .005485 006251 
15 .000599 .000716 .000852 .001010 .001192  .001400  .001639 .001910  .002217 .002565 
16 „000200 .000244  .000295 000355 .000426 .000509 .000605 .000716 .000844  .000992 
17 .000063 000078 .000096 .000118 .000144 .000175 000211 .000254 .000304  .000362 
18 .000019 .000024 .000030 000037  .000046 (00057 .000070 000085 .000104 (001% 





` 248 ・ 





























5.5 5.6 5.7 . 5.8 5.9 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 
19 „000005 .000007 .000009 .000011 .000014 .000018 .000022 .000027 .000034 .000041 
20 .000001 .000002 .000002 .000003 .000004 .000005 .000007 .000008 .000010 .000013 
21 .000001  .000001 .000001 .000001 .000002 .000002 .000003 .000004 
22 .000001 .000001 .00000I .00000! 

N 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9 7.0 7.1 7.2 7.3 7.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.998497 0.998640 0.998769 0.998886 0.998992 0.999088 0.999175 0.999253 0.999324 0.999389 
2 .988724 .989661 .990522 .991313 .992038 .992705 .993317 .993878 .994393 994865 
3 .956964 960032 .962894 .965562 .968048 .970364 .972520 .974526 .976393 .978129 
4 .888150  .894849 .901192 .907194 .912870 .918235 .923301 .928083 .932594 .936847 
5 .776328 .787296 .797841 .807969 .817689 .827008 .835937 .844484 .852660 .860475 
6 .630959 .645327 .659351 .673023 .686338 .699292 .711881 .724103 .735957 .747443 
7 .473476  .489161 .504703 .520084 .535285 .550289 .565080 .579644 .593968 .608038 
8 .327242 .341918 .356683 .371514 ,386389 .401286  .416183 .431059 .445893 .460667 
9 .208427 .220443 .232716 .245230 .257967 .270909 .284036 .297332 .310776 .324349 
10 -122616 .131361 . 140430 .149816 .150510 .169504 .179788 .190350 .201180 .212265 
" .066839  .072567  .078598  .084934 .091575  .098521 .105771 .113323 .121175 .129323 
12 .033880 .037291 .040937 .044825 .048961 .053350 .057997 .062906 .06808! .073526 
13 016027 .017889 .019910 .022097 .024458 .027000 .029730 .032655 .035782 .039117 
14 007100 .008038  .009072 .010208  .011452 .012811 .014292 015901 .017645 .019531 
15 002956 .003395 .003886 .004434 .005042 0057177 .006463 .007285 .008188 .009178 
16 .001160 .001352 .001569 .001816 .002094 .002407 .002757 .003149 .003586 .004071 
17 .000430 .000509 .000599 .000703 .000822 .000958 .001113 .001288 .001486 .001709 
18 .000151 .000182 .000217 .000258 .000306 .000362 .000426 .000500 .000584 .000680 
19 .000051 .000062 .000075 .000090 .000108 .000130 .000155 .000184 .000218 .000258 
20 .000016 .000020 .000024 .000030 .000037 .000044 .000054 .000065 .000078 .000093 
21 .000005 .000006 .000008 .000010 .000012 .000014 .000018 .000022 .000026 .000032 
22 .000001 .000002 .000002 .000003 .000004 .000005 :000006 .000007 .000009 .000011 
23 .000001 .000001 .000001 .000001 000001 .000002 .000002 .000003 .000003 
24 .000001 .000001 .000001 

。 À 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0 8.1 8.2 8.3 8.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.999447 0.999500 0.999547 0.999590 0.999629 0.999665 0.999696 0.999725 0.999751 0.999777 
2 ‚995299 .995696 .996060 .996394 .996700 .996981 .997238 .997473 997689 .997886 
3 .979743 .981243 .982636 983930 .985131 .986246 .987280 .988239 .989129 .989953 
4 .940855 944629 .948181 .951523 .954666 .957620 .960395 .963000 .965446 .967740 
5 .867938 .875061 .881855 .888330 .894497 900368 905951 911260 .916303 .921092 
6 .758564 .769319 779713 .789749 799431 .808764 .817753 .826406 .834727 .842723 
7 .621845 .635379 .648631 .661593 .674260 .686626 .698686 .710438 .721879 .733007 
8 .475361  .489958 .504440 .518791 532996 .547039 .560908 .574591 588074 .601348 
9 „338033 .351808 .365657 .379559 .393497 .407453 .421408 .435347 .449252 .463106 
10 .223592 .235149 .246920 .258891 .271048 .283376 .295858 .308481 .321226 .334080 
H .137762 .146487 .155492 .164770 „174314 .184114 .194163 .204450 214965 .225699 
12 .079241 .085230 .091493 .098030 .104841 .111924 .119278 .126900 .134787 .142934 
13. .042666 .046434 .050427 .054649 059104 .063797 .068731  .073907 .079330 .084999 
14 .021565 .023753 .02603  .028620 .031311 .034181 .037236  .040481 .043923 .047564 
15 .010260 „011441 .012725 014118 .015627 .017257 .019014 .020903 .022931 .025103 
16 „004608 .005202 .005857 006577 .007367 008231 .009174 .010201 .011316 .012525 
17 .001959 .0022399 .002552 .002901  .003289 .003713 .004192 .004715  .005291 .005922 
18 „000790 000915 .001055 .001215 .001393 .001594 .001819 .002070 .002349 .002659 
19 .000303 .000355 .000415 .000484 000562 .000650 .000751 .000864 .000992 .001136 
20 -00011! .000132  .000156  .000184 .000216 .000253 002% 000344 .000400 .000463 
21 .000039  .000046 .000056 .000067 .000079 .000094 000101 .000131 .000154 .009180 


いさ 
むさ 


2 -000013 000016 _ O00019 .000023 000085 .000033 000040 .000048 .000057 .000067 


249 ・ 


























。 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0 8.1 8.2 8.3 8.4 
23 .000004 .000005 .000006 .000008 000009 .000011 .000014 .000017 .000020 .000024 
24 .000001 .000002 .000002 .000002 .000003 .000004 .000005 .000006 .000007 .000008 
25 .000001 .000001 .000001 .000001 .000001 .000002 .000002 .000003 
26 .000001 .000001 .000001 

> 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0 9.1 9.2 9.3 9.4 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.999797 0.999816 0.999833 0.999849 0.999864 0.999877 0.999888 0.999899 0.999909 0.999917 
2 -998067 .998233 .998384 „998529 .998650 .998766 .998872 .998969 .999058 .999140 
3 ,990717 .991424 .992080  .992686 .993248 .993768 .994249 .994693 .995105 995485 
4 „969891 .971907 .973797 .975566 .977223 .978774 .980224 .981580 .982848 .984033 
5 „925636 .929946 .934032 .937902 .941567 .945036 .948318 .951420 .954353 .957122 
6 .850403 .857772 .864840 .871613 .878100 884309 .890249 .895926 .901350 .906529 
7 .743822 .754324 .764512 .774390 .783958 .793219 .802177 .810835 .819197 .827267 
8 „6144035 .627229 639819 .652166  .664262 676103 .687684 .699000 .710050 .720829 
9 „476895 .490603 .504216 .517719 .531101 .544347 .557448 .570391 .583166 .595765 
10 „347026 .360049 .373132 .386260 .399419 .412592 .425765 .438924 .452054 465142 
11 .236638 .247772 .259089 .270577 .282222 294012 .305933  .317974 .330119 .342356 
12 .151333 .159992 168892 .178030 .187399 .196992 .206800 .216815 .227029 .237430 
13 „090917 097084 .103499 .110162 1170720 .124227 .131624 139261 .147133 155238 
14 -051411  .055467 .059736 .064221 068925 .073851 079001 .084376 .089978 095807 
15 „027425 029902 .032540 .035343 038317 .041466 .044795 048309 .052010 055903 
16 „013833 015245 .016767 .018402 020157 .022036 024044 026188 .028470 030897 
17 -006613 .007367 008190 .009084 .010055 .011106 012242 .013468 .014788 .016206 
18 „003002 003382 003800 004261 004766 005320  .005924 .006584 .007302 008083 
19 „001297 001478 001679 0019035 002151 002426 002731 .003066 -003435 003846 
20 „000535 000616 000707 000811 .000926 001056 001201 0013620 .001542 001742 
21 .000211 .000245 .000285 .000330 .000381 .000439 .000505 .000579 .000662 000755 
22 -000079 000094 .00010  .000129 .000150 .000175  .000203 .000235 .000272 .000314 
23 .000029  .000034 000041 .000048 .000057 000067 .000078 .000092 .000107 .000125 
24 -000013 .000012 .000014 000017 .000021 000025  .000029 .000034 .000041 .000048 
25 „000003 .000004 .000005 .000006  .000007 .000009 .000010 .000012 .000015 .000018 
26 000001 .000001  .000002  .000002 .000002 .000003  .000004 .000004 .000005 .000006 
27 -000001 000001 .000001 .000001 .000001 .000001 .000002 .000002 
28 .000001 .000001 
N А 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10.0 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 0.999925 0.999932 0.999939 0.999945 0.999950 0.999955 
2 .999214 .999282  .999344  .999401  .999453 .999501 
3 .995836 .996161  .996461 .996738 .996994 .997231 
4 .985140 .986174 .987139 .988040 .988880 .989664 
5 .959737 .962205 .964533 .966729 .968798 .970747 
6 .911472 .916185 .920678 .924959 .929035 .932914 
7 .835051 .842553 .849779 „85675 ,863426 .869859 
8 .731337 .741572 .751533 .761221 .770636 .779779 
9 .608177 .620394 .632410 .644217 .655809 .667180 
10 .478174 .491138 .504021 .516812 .529493 .542070 
п „354672 .367052 .37948 .391955 404451 .416960 
12 -248010 .258759  .269665 .280719 .291909 .303224 
13 .163570 .172124 .180895 ‚189876  .199062 .208444 
14 ,101864 .108148 .114659 .121395 .128355 .135536 
15 .039992 064279 068767 .073458 078355 .083458 
16 „033473 036202 .039090  .042139 .045355 .048740 
17 -017727 .019357 021098 022956 024936 .027042 


18 .008928  .009844 — 010832  .O1I898 013045 .014278 
—  — n  _ _ 
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А 4 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10.0 

19 .004284 .004770 .005300 .005877 .006505 .007187 

20 .001962 .002207 .002476 .002772 .003098 .003454 

21 .000859 .000976 .001106 .001250 .001411 .001588 

22 .000361 .000414 .000473 .000540 .000616 .000700 

23 „000145 .000168 .000194 .000224 .000258 .000296 

24 „000056 .000066  .000077 .000089 .000104 .000120 

25 .000021 .000025 .000029 .000034 .000040 .000047 

26 .000007 .000009 .000011 .000013 .000015 .000018 

27 .000003 .000003 .000004 .000004 .000005 .000006 

28 .000001 .000001 .000001 .000002 .000002 .000002 

29 .000001 .000001 .000001 

Фи) 
V .标准 正 态 分 布 表 
1 f“ 2 
lu) = ニー 一 | ezdr(u > 0) of = 
2r” -œ 

u | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 u 
0.0 10.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0. 5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 0.0 
0.1 | .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 ‚5596 ‚5636 ‚5675 ‚5714 ‚5753 0.1 
0.2 | ‚5793 ‚5832 ‚5871 ‚5910 . 5948 . 5987 .6026 .6064 .6103 .6141 0.2 
0.3 | ,6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 0.3 
0.4 | .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 0.4 
0.5 | .6915 .6950 ‚6985 ‚7019 ‚7054 ‚7088 ‚7123 ‚7157 ‚7190 ‚7224 0.5 
0.6 | .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7317 ‚7549 0.6 
0.7 | .7580 .7611 ‚7642 ‚7673 ‚7103 ‚7734 ‚ 77164 ‚7794 ‚7823 ‚7852 0.7 
0.8 | .7881 .7910 . 7939 ‚7967 ‚7995 ‚8023 ‚8051 . 8078 .8106 .8133 0.8 
0.9 | .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 0.9 
1.0 | .8413 .8438 .8461 .8485 . 8508 .8531 .8554 ‚8577 ‚8599 ‚8621 1.0 
1.1 | .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 1.1 
1.2 | .8849 . 8869 . 8888 .8907 .8925 .8944 .8962 ‚8980 ‚8997 ‚29047 112 
1.3 | -90320 .90490 .90658 .90824 .90988 .91149 .91309 .91466 .91621 .91774 |13 
1.4 1.91924 .92073 .92220 .92364 .92507 .92647 .92785 .9922 .93056 93189 | 1.4 
1.5 j -93319 .9348 .93574 .93699  .93822 93443 .94062 .94179 94295 .94408 |15 
1.6 |.94520 .94630 .94738 .94845 .94950 .95053 .95154 .95254 ‚953532 .95449 |16 
1.7 | 95543 .95637 .95728 .95818 .95907  .95994 .96080 .96164 .96246 .96327 117 
1.8 1.96407 .96485 .96562 .96638 .96712  .96784 .96856 .96926 .96995 .97062 |18 
1.9 | .97128 .97193 .97257 97320 .97381 .97441 .97500 .97558 .97615 .97670 119 
2.0 1.97725 .97778 97831 .97882 .97932 .97982ҹ 98030 .98077 .98124 .98169 |20 
2.1 .98214 .98257 .98300 .98341 .98382 .98422 98461 .98500 98537 .98574 |21 
2.2 | -98610 .98645 .98679 98713 .98745 .98778 98809 98840 98870 98899 122 
2.3 |.98928 98956 .98983 920097 .920358 .920613 .920863 .921106 .921344 921576 | 2.3 
2.4 | . の 1802 922024 922240 922451 .922656 .922857 .923053 .923244 „923431 .923613 | 2.4 
2.5 | ,9%3790 .923963 924132 .924297 .924457 .924614 .924766 .924915 „925060 .925201 | 2.5 
2.6 |.925339 925473 .925604 925731 .925855 .925975 .926093 .926207 2926319 .926427 | 2.6 
2.7 |.926533 .926636 .926736 926833 926928 9270200 .927110 .927197 .927282 .927365 | 2.7 
2.8 1.927445 927523 927599 927673 927744 .927814 .927882 .927948 .928012 .928874 |28 
2.9 1.928134 .978193 .928250 .928305 .928389 928411 .928462 .928511 928559 .928605 | 2.9 
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0.00 





0.01 


0.02 





























.928650 
. 930324 
. 933129 
.935166 
.936631 


.937674 
.938409 
.938922 
.942765 
.945190 


.946833 
.947934 
.948665 
.951460 
.954587 


.956602 
.957888 
.958699 
. 962067 
. 955208 
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. 928694 
‚ 930646 
‚933363 
‚925335 
‚936752 


‚957759 
. 938469 
‚928964 
‚953052 
. 945385 


. 946964 
.948022 
.948723 
.951837 
.954831 


. 956759 
. 957987 
.958761 
.952453 
. 955446 


. 928736 
. 930957 
‚933590 
. 935499 
, 936869 


. 937842 
‚928527 
. 940039 
. 943327 
.945573 


. 917090 
. 948106 
.948778 
‚952199 
‚955065 


. 956908 
. 958081 
. 958821 
‚952822 
‚955673 


.928777 
.951260 
.933810 
.935658 
,936982 


.937922 
,938583 
.940426 
.943593 
.945753 


.947211 
.948186 
.948832 
. 952545 
. 955288 


.957051 
.958172 
.958877 






0.04 





0.05 


0.06 


0.07 





.928817 
.931553 
.934024 
.935811 
,937091 


. 927999 
‚928637 
. 940799 
. 943848 
. 945926 


.97327 
.9*8263 
.9*8882 
. 952876 
. 955502 


.957187 
. 958258 
.958931 
.953508 
.966094 


. 928856 
. 931836 
.934230 
. 935959 
.937197 


. 988074 
. の 8689 
.941158 
, 944094 
. 946092 


. 947439 
. 918338 
.948931 
.953193 
‚955706 


‚957318 
‚958340 
. 958983 
. 963827 
. 956289 





‚978893 
‚932112 
‚934429 
‚926103 
‚997299 


‚998146 
‚998739 
‚91504 
‚954331 
‚956253 


.947546 
.948409 
.948978 
.953497 
‚955902 


‚957442. 
.958419 
. 950320 
.954131 
.956475 


‚978930 
.922378 
‚954623 
926242 
937398 


.938215 
.938787 
.941838 
.944558 
.946406 


.947649 
.948477 
.950226 
.953788 
.956089 


.957561 
.958494 
.950789 
.964420 
.956652 


.928965 
. 932636 
、934810 
.936376 
. 937493 


. 928282 
. 938834 
.942159 
.944777 
.9*6554 


. 947748 
. 928542 
. 950655 
.9°4066 
. 956268 


.957675 
. 958566 
.951235 
, 964696 
.966821 


.922886 
.934991 
.926505 
.937585 


.98347 
. 938879 
.9*2469 
.944988 
.946696 


.947843 
.948605 
.951066 
.954332 
.956439 


.957784 
.958634 
.951661 













第 一 章 
MV) 209) 36) 4(x) 5.(x) 6(V) 7.(V) 


二 、1.(D) 2.(O 3.(A) 4.(B) 5.(B) 6.(D) 7.(C) s8.(D) 


、1.[1。3]】 2. 原点 3.6x 4. у= 000020) 5.2 60 7.4 


3 
2 
5 
四 、 1.(D [1 + eo); (2)[ -4.5]4(3)8 =2(жу2 +Y), + 是 半径 ,其 定义 域 为 (0,+ co);(4)N= N (1+ r)", 


HI 


8. а= -—7,b=6 9. ет! 10. 11.1 12. a=1 





其 定义 域 为 [0, + oo) 2./(-2)=4,f(a +ь)= ЁС 3.y=e", u= уў, v= sint := 二 


v _ (z: - 122, 1<+<2 4. 731: : ; ; 4, ?; ?; 
мй SAOD ору „еу 6 (D35(2131:(03;(594;(6)->: (D) esl8)e; 


09)1;(10)е 5 8.(1) .(2) 为 无 穷 小 量 , (3) .(4) 为 无 穷 大 量 9. 同 阶 ,等 价 。 10.x 一 0 


2 _ 2 _ 
時 < 为 无 穷 小 量 ,x 一 oo 时 ,x 为 无 穷 大 量 ;z 一 土 或 zx 一 oo 时 ,和 | 为 无 穷 小 量 ,z~0 时 ,三 了 :为 
无 穷 大 量 ;x 一 + oo 时 ,e- 为 无 穷 小 量 ,r-> - co 时 ,er > 为 无 穷 大 量 11.Ay=52 12.a=-1,b= 





1 13.k=2 14. 略 15, 略 16.(D)W(0)= $É g ,(2) W = 26g, (3)1=5 膨 17. 略 
第 二 章 
1.(D 广 (2) -2 2.(D 不 可 导 ;(2) 可 导 , 广 0)=0 3. 略 а. 所 求 点 为 (之 ,号 ) 


s. 提示 :由 纪 二 





"= 2z ,采用 根 的 判别 式 可 得 ,4(1+ z0)?-8yo>0 6.01% (2)1+ L; 














rox 
2 ー А ーー 
(3)Cze т! - Dsinz + z"cosz (4) Z S L TZIRE уско zlnz + WZZ, (6) は <)secrtg 一 secx 
т 21 (1+2) 
(7) 一 csczceotzjlnz 二 = 7.(1)y =n i) 1;(2)2rtg3xr + 3z2se23x;(3)cotz ~ 1 н 
2 . ya, Gln(ln’ x) ‚ _ _ убѕесёх + ау). х 
GIT ina 1) 50922960750) оар 8-00 = < の タモ ニッ 


9. (1) mm ( cosr|nr + sinz ), (2) zk (se xlnz + {BZ у. (3) L / 人 な すり (s+3) ・ 
т х 2 SINZ COST 


(1 +1 -otr tige ) (4) seret; (5)e += (1 + Inz); (6) == (7) (arctgz )“ 


| zinCaretgz) +той | ;(8)arctg(Inz) += 10.(1)(1п5)”+57;(2)аЬ"соз( x + に の た 
GX- Dln - 11 r"; 1 DAE 21 yeos(zy) озу. (1+ лу). Сау y 


yê tar’ oos(ry) 一 1 


2: 
dr;(3)dy=(1— 
ЖЕ rs(3)dy 


dz 13.2.236, 0.512, 1.00025, 0.002 14. 略 15.(1)-2.;(2)1:(3)2;64)2 +; 


1+siny+ zer? 1+х+(ху)? 


12.(1)dy = cosresmxdzr;(2)dy= 








es + arccosr ) dxi(4)dy = 


2 e2aretg.r 
і+22 
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(5)0;(6)1;(7)e 1;(8) e +;(9)e ! 16.8 17. (1) (ә ,/2) 002, +оо) ブ , 在 (-72.72) 
WDEC) NEŠ, +e) ADEC, to) ADE, -1)U(2, + eo) 
,在 (-12) N 18.(1)z =0 时 有 极 小 值 , (0) = 0;(2)z = e-? 时 取得 极 小 值 ,Fe-2) = -二 ; 
(3)z= -1 人 时 取得 极 大 值 ,f( 一 1)=0,x=1 时 取得 极 小 值 , f(1)=2;(4)xz=2kx 时 ,取得 极 大 值 1; 
xz=2kn+ Ж] ARME; = (22+ 1)x+ Tt MERKE- ir= 2er っ 時, 取得 概 大 値 1; 
r= (24+ 1)x 时 ,取得 极 小 值 - 1;z= (2k >)r 时 取 极 小 值 -1 19.(1) 最 大 值 6， 最 小 值 2; 
(2) 最 大 值 3, 最 小 值 1;(3) 最 大 值 132 ,最 小 值 0;(4) 最 大 值 27 ,最 小 值 1 20.(хәуз+ £3y1 + 2130) 一 
(уух; t узхз + y3x1) 的 绝对 值 21.(1)а + b;(2)a'b 22.a= - 1, b = 981 23. 略 
3 Y3 


1 0-0.18) 25.00) МІ: е, -Ba UC 


24. t = < ( – 0.18); t=0 41 


0. z 
同 :(- Ba B a) BM: Ban OMR: (2kn- n, 2kr); HRE :(2kr, Zkrat r) HA: ka 
(3)( =, +>) еме 26. 略 


第 三 章 





‚ t оо); HEK 


1 一 2 略 3.(Dz + C (O) +1234 C3) T s +2/z +C; (0) z - 211 +C; 


-x+ CDE = -$ sinz + C; (8) - cotz — z + C; (9) ri + 


4574 +С; (10)е- х + С; (11) пх + cosz + Ci(12) 1 ー arctgr + C;(13)igx> — ctgz + С; 








(S)arctgz -x +С; (6)+-hn Lal 


(14)sinz + С: (15) — сове + Fsinz + C 4.(1) リー の Gyt C 


(з) Жакыны 3 z+ Ci (4) — сог = う + G; Oin = +C (a>0); (6)ln|z22—- r +3| + С; (7) — ez“ — 


_— 2 
Te 2" + C; (8) = -ров5л— ташба + C; (9) = vl- +С; GDE +a) + С; (11)-г L arog 5 +C; 





























kau + GUD g +0500) 2 + C3015) — (ола) + C; (16) (arcigr)? + C; 
“ V sr 3 

(17)arctger + C; (1801 = +С; (19) | == + G; (20)aretgx - z arctg Æ +C; (21) Tsin2z 

-L sinta + cOn, Laaa tantat C; (23)sinz -sinz + 2-і? t+ C; (24) чёт + 

In|cosz| + C; (25) - ë + С;(26)-1- (luz)? + C+ (27)#® + C; (28) 54) + C; (29) - ee で 

(30)arctg(z — 1) + C;(3l1)z + 2агсїре* + C;(32)z + | 2 メー2 ェ -31+ 3 | Z 1 11+C 5.(1)- 高 

х(9+12ж +144?)(1- х) + C3(2) -É (32+ 8x + 32)/2= т + C; (3)ln V деа, ; 











ү б.ду E eX ar. 1 ._ / . ケラ ーー ぅ 
(4)(arctgY ェ ) TGO Ty + C: (6)— tC) Gell 9х^—4|+С;(8)/ a 
a*arccos & + Ci(9) ソ зад (2-5 - £ 7 —sin°r + зп» + С) (10) (Inr -2) 7 1+Inz +C; 


(11)2(In|e 2 +11 -ег2) +С; (12) - зр ооб ооа + C; (13)3 05 ー6 マ ツェ +6ln(1+ ツ ェ )+ Ci 
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(м) 02 DV і+а+С 6. (1) атца — 201+ 22) +С; о) In m と で +C (nx -1); 





+ G; 


(з) Fx (ёл - nz +6) +C YT —2е/* + Ci(⑤)zlnlz+ ヅ 1+ a|- 


= 


(6)zsinz + osx + C; (7) - e (а? + 2+1) + Е + С: 09): [zsin(Inz) ー 





ェ coet Inx)] + C;(10) (esinge eosbr) ， (DS + T arcsin £ + Cla x 0); (12) x (arcsinx )? 























2 
rt CD nD се осот T zsin2z +-у сос + C 
+1) 1 2х 一 т+3\? 
п.) + Cn 2(z+1)| + С(3)-к1 | SET pes +С: (In (E43) - 
chi (st) oon っ | ー arctg< キ ー ラ イィ T+C 8.(l)tgr ~ secr+C; 
(2) ェ -In(1+e) す Ci(3)・arein デーツ a°- +C (a0); (4) lawn TIn 2-1} +С; 





(3)arooos 十 +Ci(⑥) 今 Inll+ grl- -in +22) + 4 +C 9.(l)m== Z vl & Ati; 


2 
Ti 1 2 

(2)m = | u(z#)dt 10. 11. 略 12.0 fi z dz 较 大 ; (2) |, Inzdz 较 大 
0 


4 1 3, う 
з. (1)в< | (е? + аат о | dK (З) atsnz) ает 14.0, 
4 








15. (1)5e"; (2) - V 1 22; (3)2rsin? (x? +1); 02 = 16.()4 (2-4 
17. 极 小 值 F(0)=0 18. (045 49E; (3) T: (4) (102) (5) -2 (6) (е7 -D1 








(02243 E O OE I OR EEA 
4 
(16) ig” 19 一 20. 略 21. 梯形 法 :0.746; 抛 物 线 法 :0.747 22. 5 23. $b 24.10 Ż 
9 8 2 2 1 ーー の kt | 
25.7 26.-ула5 27. 6* 28. 160x 29.1+ 万 mL+Y2) 30.0= (1 e741) 


31.e-1 32 MA DREO (4) (5) ODR 33.4 ЕІ AF 
-ghg (b-a) ЧІВ 
第 四 章 

FPS | 1=1, 1512211; (22р = (тух) | х 20, у20, 2201; (3) р = (xr: у) 


三 + эн (4)D= 1(x・y) | y22>4(zx- 2)! 2. ァ > テー у - 1 3.(1)- T: (2)5;(3)ə° 























4. (092 =2е' siny = g созу; (2)52 = ye =з Iz; (322 = ET 28 = TO GE 
_2 ソ 内 ちこ V 15 :05)54= т э” та? nx, = lt s (D35 

3 B o= Emt еж 7 8. (095 2 = 8.03 

Еси -0 3= = sin( = —4sin(x + 2y), 六 
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де 


2 2 
= -2sin(z+2y); 163) уйг ол 10.01) = -(e +e’); (2952 = nG- 











ду? 3z? 
3x 9z т? +20 2 95 = 
— 2 2 る 一 一 ; em ー6 4 
2y)+ (3л —2у)'ду Е: In(3z —2у) EEr n DE (cost — 67); (4)5 
19f ү af z. À s 2i = = = dr ay = 
Уди + ax ay = w: ( 基 中 u у) 11. (1) dz ао ааа 





СОЗБЕН (3)dz = Е 5 = = 0 各 边 长 分 别 为 ; 
-28 23 Ba пз. 长 宽 高 分 别 为 ; оа" La 14.(① 概 小 償 7(ー1.1) =0: 


(2)a>0, NM Dg wa C$ L-E 15.z= 士 时 有 极 大 值 := 十 














16. 在 点 ( 和 ) 处 ， 有 极 值 -4 


р. Z= гр 


第 五 章 


ОСЕТЕ 
D D D D ° 


a faf fa ars の Pa зау ж Гау xr Gf’ i ad 或 
T 4y а 

[ы revino afen аја [|] усэ 

з. (а), ah Fedea | df, Kayif ы fz wazs (a) du Ж\т,у)дуз 


[af сезу LORDEO- 34) FD aO s. 00е = 15: 


(2) 26, (3) (280 — 1); (36mi (5) - 620; (6) + aa - > 61 Т.Ш 8.0%, 
D 9. = тю, =o 10. (10)3 71002) 2; (3) E 5055 +642 = 1); (4) (2 + та) 


-2 11.(10)0:0) – 18,03) - Tay, (4) 1) 25; 2)11; 3014 
第 六 章 

l. 2. (De=+ + Ci(2)cos2y=ー2(e" キ ェ ) キ Ci(3)(4+ у?)(1+ 22) = C;(4)e"(8—3y) 
= C;(S)=*/y°=2lnz+ С:(6) 7 = 1+ Cri(7)In(2 ェ キッ オ <) =л+ уж С: (8) (а-у) = С-22; 
Oa O00 sl OD 0 
二 (er +2е); (14)у= —— l- (z+) 3. (1)y= xe" 207 + Cix + Cz; (2)y= Cie" — z+ Cz; (3) y= 


2 


hee C+ Ca; (5)}y = -Inle + Cl + Cz; (6)1 + C; y=4Cf(z 


+С,)?;(7)1-у?=4х?;(8)у= т + すす 4.(1)y=Cie + Сет"; (2)y=e “(CroosY2 テ + 
. 3. y 
Csin 2x); (3) у= (Су + C. z )е?* ;(4)y= C, + Ce (5)y= そ 4 + +e 76y= (2—3х)е'”;(7)у 


・ 256 ・ 





ー2cos ティ + sm テ ェ 5.(1)y=2- 4e – 2e7 (2) у= 2х + 3cos4z; (3) у = 3z2e 22 — 2е 22 + 


4ze 22; (4)y= —1+<xr+ L т? + ooz -sinz (5): = е” cost, у= 2e ‘cost +e ‘sint 6.1 = 3.17018) 


7. M(t) = moe 8: 8. ょ = 上 jn 02276 


10 0.165 
e “ ,平衡 值 为 全 


第 七 章 


1.(1)ABCi(2)A+ B+C;(3)ABC + АВС + ABC;(4)ABC + АВС + ABC + АВС 2.(1) 互 不 相 
容 :(2)A4 =B+C つ gi,(3) 不 可能 事件  3.(1АСВНАСС;(2)АОВ ВАС; (3)АВ = V;(4)A 


+ B= 0(0) ”4.4 与 B 不 一 定 是 对 立 事件 ,反之 ,A 与 B 互 不 相 容 事件 — 5.252525; 26: 26: 


5:0 EDRF 700.09 8.(1) Ch910; (2) Cl, -92-105 402 
9.(D)12x10-4;(2)0.95712 —10.P(A:B)<P(A)<P(A+B)<P(A)+P(B) 11.(1)0.56; 
(2)0.94;(3)0.38 12. 0.382 13. 0.88 14. 0.146 15.0.35 16. 64.5% 17.(1)0.827; 
(2) 方 案 TV 18. 0.0038 ”19~20. 略 — 21.0.98 ”22. 可 以 认为 血清 有 预防 作用 


0, 当 ェ く 0 
0.6561, 当 0Sz ぐ 1 





0.05 9. , = 920) й 10. а= + (м- Ё) 


0 








23. х|о 1 2 3 4 воху 229907. Ж1<«<2 
р 10.6561 0.2916 0.0486 0. 0036 0.0001 ° )= 0.9963, 当 2< ェ く 3 
0.9999, *3<x<4 

1 当 4< z 


24.0.0031;0.0037 25.0.5591 26.0. 384 27.0.6 28. (1); (2)1⁄;(3)35 x< - 1 BÍ 


F(z)=0, 当 -1<XS1 时 F(z)= 二 + 二 arcsinz, 当 X>1 时 F(z)=1 29.(1)15(2)0.4;(3) 14 0< X 
1 时 x)=2x, 其 它 时 ,f(x)=0 30.0.968 31.(1)0.96:(2)6.15x10-? 32.131.4Ж 
154.8 之 间 — 34.(1)1⁄4;(2)2⁄4;(3)52 35.%,% 36. 4 Х<-28, f(z)=0,34 — 2< X<2 
时 f(z)=%, 当 X>2 时 ,f(z)=0 38.X 的 分 布 列 

' 


[ 0 l 2 3 4 5 ) 
0.3277 0.4096 0.2048 0.0512 0.0064 0.0003 


E(X)=1,D(X)=0.8, /D(X) = 0.894, CV ( X) = 0. 894 39.0, © 40.(1)1⁄2; (2)1⁄2(1 — 
十 );(3)0,2;(4)1/2,2 41, 血 红 蛋 自 变异 度 较 大 


第 八 章 


1.(1)40;(2)6;(3)1 2.(1)4abcdef;(2)4abe  3.(l)a"+(-—1)%" lpn;(2)( 1 
4.(1)a=1,b=2,c= -2;(2)a = 一 3 或 5,6= 43,c=3 


-1 3 1 5 3 1 1 =- 10 10 6 6 
5.1) 8 2 8 1 -4 0 -4 0 |;(3) 10 4 0 4 
3 7 9 1 -1 -3 -3 - 2 2 6 
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-5 6 71 4 6 81 
ТЇ 2 КО 9 12 
-2 17 10 





рр} sarja] эзш 











1 0 0 09 
1 -1 0 。 + 0 o l 3 -2 
cosa sina l. | . _3 4 Š 
0.00 = | рор 1 le 0 4 0|54)| 53 5 
0 1 3 1 1 -1 
1 
0 0 0 41 
1 1 
3 -2 2 -23 
nok Gog holi ү 
А > _1 1 3 —2 
lo -2.25 s uo -之 -3 - 3 
.25 0.75 -0. I 1 -| 
13.Ж A=3, 秩 B= 2 
ラー る 
3 7 1 
14.(1)4 022 13+ рч; 
3-73 
イ ォ ー T4 
(2) 无 解 ;(3) 有 唯一 解 ,ri =1,x2=1,z3=2 
+I = XI 
ПСЕ ола 
2 , Z3=11czl+9z4+2 
245 24 
15.G)4 ミ 0.2 き 1 时 有 唯一 解 ;(i)A=1 方程 组 有 无 穷 多 解 ;(iii)A = 0 时 方程 组 无 解 
0 1 1 
| 1 ja 1 | | ] 
1 0 ー1 
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[General Infornation] 






























































SS] =10479440 
Dd = 
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5.1 






























































